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Soit G un groupe de Lie semi-simple complexe connexe et simplement connexe
d’alge bre de Lie g. Soit H une forme re elle de G d’alge bre de Lie h. Apre s une e tude
ge ne rale des fonctions orbitales sur GH, nous construisons des se ries de fonctions
orbitales propres sous l’action de l’alge bre des ope rateurs diffe rentiels G-invariant
sur GH. En utilisant les re sultats de (P. Harinck, Base de la se rie la plus continue
de fonctions ge ne ralise es sphe riques sur GCGR , pre publication) concernant les
fonctions ge ne ralise es sphe riques sur GH, nous de montrons la formule d’inversion
des inte grales orbitales d’une fonction de classe C a support compact sur GH.
Nous en de duisons la formule de Plancherel pour l’espace syme trique GH.  1998
Academic Press
Let G be a complex, connected and simply connected semisimple Lie group with
Lie algebra g. Let H be a real form of G with Lie algebra h. After a general study
of orbital functions on GH, we construct series of orbital functions which are eigen
for the action of G-invariant differential operators on GH. Using the results
(Harinck, Base de la se rie la plus continue de fonctions ge ne ralise es sphe riques sur
GCGR , pre publication) about spherical generalized functions on GH, we prove the
inversion formula for orbital integrals of a C  function with compact support
on GH. We deduce the Plancherel formula for the symmetric space GH.  1998
Academic Press
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INTRODUCTION
Soit G un groupe de Lie re ductif complexe connexe de groupe de rive
simplement connexe et d’alge bre de Lie g. Soit H une forme re elle de G
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d’alge bre de Lie h. On note _ la conjugaison de g relativement a h. Elle
de finit une involution du groupe G que l’on notera encore _ et H est
l’ensemble des points de G fixe s par _. L’espace syme trique re ductif
X=GH est dit du type GCGR . L’application qui a g # G associe g_(g)&1
induit un isomorphisme . de X sur son image.
Soit DX la fonction analytique sur X de finie par: detC (1+z&Ad .(x))
=znDX (x) modulo zn+1 ou n=rang h. On de finit l’ensemble Xreg des
e le ments re guliers de X forme des x # X tels que DX (x){0.
A chaque sous-alge bre de Cartan a de h, on associe le sous-ensemble de
Cartan A forme des x # X tels que .(x) centralise a. Pour f # D(X)
(fonction de classe C a support compact sur X), on de finit l’inte grale
orbitale M( f ) de f sur Xreg de la manie re suivante: soit x # Xreg et soit a
le centralisateur de x dans h (c’est une sous-alge bre de Cartan de h). On
pose
M( f )(x)=|DX (x)| 12 |
HZH (a)
f (h .x) dh
ou ZH(a) de signe le centralisateur de a dans H et dh est une mesure
invariante sur HZH(a).
Le but de cet article est d’obtenir une formule d’inversion des inte grales
orbitales. Il s’agit d’e crire
M( f )=|
G*
Fg*%g*( f ) d+(h*)
ou G* est un ensemble parame trant des distributions sphe riques sur X, %g*
est la distribution sphe rique (c’est-a -dire H-invariante et propre pour l’action
du centre Z(g) de l’alge bre enveloppante de g) associe e au parame tre g* et
Fg* est une fonction H-invariante sur Xreg a de terminer. La description des
%g* est donne e dans [H6]. La moitie de cet article consiste en la construc-
tion des Fg* . On de montre ensuite la formule d’inversion. En utilisant une
formule limite (reliant M( f ) et f (eH)), on obtient la formule de Plancherel
pour l’espace syme trique X.
Les inte grales orbitales M( f ) sont H-invariantes sur Xreg et elles sont
caracte rise es par une condition sur leur support et des conditions dites de
sauts (qui traduisent l’e ventuelle discontinuite de M( f ) au voisinage des
points non re guliers) (voir 2.1). On note I(X) l’image par M de D(X) et
on le munit d’une topologie d’espace limite inductive de Fre chet. On de finit
l’espace I(X) des fonctions orbitales: ce sont des fonctions H-invariantes
sur Xreg qui ve rifient des proprie te s analogues a celles des M( f ) hormis la
condition sur le support (Paragraphe 2). On munit I(X) d’une topologie
d’espace de Fre chet. L’alge bre Z(g) agit sur I(X) et laisse stable I(X).
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Les fonctions Fg* qui interviennent dans la formule d’inversion sont des
fonctions orbitales propres pour l’action de Z(g).
Pre cisons le re sultat obtenu: soit a une sous-alge bre de Cartan de h. On
note aI sa partie compacte et soit 1a le sous-re seau de a forme des X # a
tels que exp 2iX=1. Le re seau 1a engendre la partie de ploye e aR de a. On
note 1*a l’espace des formes line aires + sur aR telles que, pour X # 1a l’on
ait +(X ) # 2?Z. Pour : une racine, on note H: sa coracine. Soit Wa un
syste me de repre sentants de exp ia"A dans A forme d’e le ments y tels que
.( y) # H. Soit WH(a) le quotient du normalisateur de a dans H par ZH(a).
Pour y # Wa , on note W yH(a) l’ensemble des h # WH(a) tels que h .y #
exp ia .y. Pour h # W yH (a), on fixe Yh # a tel que h .y=exp iYh .y. On a
2Yh # 1a . Soit #a l’isomorphisme d’Harish-Chandra de Z(g) dans l’alge bre
S(aC )WG (aC) des invariants de l’alge bre syme trique de aC sous l’action du
groupe de Weyl WG(aC ) de aC .
On fixe * # 1*a +aI* , un e le ment y # Wa et un syste me positif  de racines
imaginaires de aC . On notera A l’ensemble de tels triplets (*, y, ). A ces
donne es, on associe (the ore me 5.3) une fonction orbitale F(*, y, ) sur X,
borne e sur Xreg , propre pour le caracte re z  #a (z)(i*) telle que:
(i) si B est un sous-ensemble de Cartan de X associe a la sous-
alge bre de Cartan b et haR /bR pour un certain h # H, alors F(*, y, )Breg=0,
(ii) Soit x # Areg . Si x  exp ia WH(a) .y, alors F(*, y, )(x)=0. Si
x=exp iX .y alors on a
(bF(*, y, ))(x)=!\( y) :
w # W yH (a)
=I (w) ei(w*, X+Yw)
ou b et !\( y) sont des signes (de finis en 1.3) et =I (w) est la signature
imaginaire de w (de fini en 5.2).
De plus, si pour toute racine re elle : de a, on a *(H:){0, alors la fonc-
tion F(*, y, ) est uniquement de termine e par ces proprie te s. La fonction
*  F(*, y, ) de pend analytiquement de la variable de a*I .
Par un proce de d’induction (de crit dans le paragraphe 3), on rame ne
la construction des F(*, y, ) au cas ou h est de ploye e (paragraphe 2 et
paragraphe 4).
Supposons donc que h admet une sous-alge bre de Cartan de ploye e a.
Dans ce cas, on a Wa = [eH], aI = [0] et 1a est un re seau de a. Soit
+ # 1*a . La construction des fonctions orbitales F(+) est analogue a la
construction de la se rie discre te pour les groupes de Lie re ductifs de crite
par Harish-Chandra. Pre cisons ceci: on de finit l’ensemble Xell (e le ments
elliptiques) des x # X tels que Ad .(x) n’ait que des valeurs propres de
module 1. On a alors Xell=H .A (proposition 4.8). De plus, il existe un
ensemble fini F de A et pour chaque y # F, un voisinage ouvert Wy de y
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dans X du type H exp iV .y et V contenu dans le centralisateur de .( y)
dans h, tels que X=y # F Wy (proposition 4.9).
Pour * # a*reg , on de finit la fonction 9 h* sur hreg de la manie re suivante:
soit X # hreg et soit ;H .X la mesure de Liouville de l’orbite H .X. On note
; H .X la transforme e de Fourier de cette mesure et on pose 9 h*(X )=
; H .X (*) |det(ad *)h*a* |12. D’apre s ([B4] lemme 4.1.1 et the ore me 5.3.1),
la fonction 9 h* est l’unique fonction orbitale borne e sur hreg , propre pour
le caracte re z  #a (z)(i*) telle que, pour tout X # a, l’on ait 9 h*(X )=
w # WH (a) e
i(w*, X).
Soit + # 1*a re gulier et soit y # F. On fixe Xy # a tel que exp 2iXy=.( y).
Soit x=hexp iX .y # Wy . les proprie te s de Wy permettent de de finir la
fonction orbitale de Fy+ sur Wy par
F y+(x)= :
w # WHy
(a)"WH(a)
ei(w .+, Xy)9 hyw+(X ) (1)
ou Hy est le centralisateur de .( y) dans H et hy son alge bre de Lie.
On ve rifie en utilisant un the ore me d’unicite (The ore me 4.11) que F y+ et
F z+ co@ ncident sur Wy & Wz . Ceci permet de de finir de manie re licite F(+)
en posant, si x # Wy , F(+)(x)=F y+ (x). La fonction F(+) ve rifie bien les
proprie te s voulues.
On peut e galement de finir les fonctions F y+ pour + # a*reg par la formule
(1). Soit + # 1*a . Soit 1 une composante connexe de a*reg telle que + soit
dans l’adhe rence 1 de 1. Dans ce cas, on montre que lim*  +, * # 1 F y* existe
et de finit une fonction orbitale F y, 1+ . En e tudiant la de pendance en y des
F y, 1+ , on montre que F
y, 1
+ et F
z, 1
+ co@ ncident sur Wy & Wz si + # 1*a et ceci
permet de de finir F(+)1 en posant, si x # Wy , F(+)1 (x)=F y, 1+ (x). On note
C(+) l’ensemble des composantes connexes de a*reg telles que + # 1 . On pose
alors
F(+)=
1
|C(+)|
:
1 # C(+)
F(+)1.
Soit A un sous-ensemble de Cartan de X. A chaque !=(*, y, ) # A tel
que, pour : # , l’on ait *(H:){0 (on notera alors ! # A I-reg), on peut
e galement associer une fonction ge ne ralise e sphe rique 3(!) telle que, pour
tout z # Z(g), l’on ait z .3(!)=#a (z)(i*) 3(!) ([H6] the ore me 6.1). D’apre s
([B3] the ore me 8.2.2), l’application transpose e de M induit un isomor-
phisme du dual I(X)$ dans l’espace des distributions H-invariantes sur X.
Apre s avoir fixe une mesure invariante dx sur X, on associe donc a chaque
3(!) un e le ment %(!) de I(X)$. De plus, pour 8 # I(X), la fonction
*  w # WG(a) F(w*, y, )(%(&w*, y, ), 8) se prolonge analytiquement
sur aI* ([H6] the ore me 6.2). La croissance de ces fonctions est e tudie e dans
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[H6] et ceci permet d’obtenir le re sultat suivant (proposition 6.3): soit
dI* une mesure de Lebesgue sur aI*. Alors, pour tout 8 # I(X) et pour tout
x # Xreg , la somme
:
+ # 1*a
|
aI*
:
w # WH(a)"WG(a)
:
y # Wa
F(w(++*), y, )(x)
_(%(&w(++*), y, ), 8) dI*=F [A]8 (x)
est convergente et ne de pend pas du choix de . La fonction F [A]8 ainsi
de finie est une fonction orbitale mais contrairement au cas des groupes
(voir [B4]) ce n’est pas un e le ment de I(X).
On e tablit alors la formule d’inversion (the ore me 6.14): pour 8 # I(X),
on a
8= :
A # [CarX]
cAF [A]8
ou [CarX] de signe l’ensemble des classes modulo l’action a gauche de H
de sous-ensembles de Cartan de X et chaque cA est une constante.
Indiquons les e tapes de la preuve de cette formule. Pour un sous-
ensemble de Cartan A et U=A ou Areg , on de finit l’espace de Schwartz
S(U ) de U et l’espace S(A ) des transforme es de Fourier des fonctions
de S(A) (voir 6.5). Si 9 # S(A ) alors 9 est une fonction sur 1 a*_aI*
ve rifiant certaines conditions de croissance. On peut alors de finir F [A]9 =
+ # 1 a* aI* F(++*, y, ) 9(+, *) dI*. C’est un e le ment de I(X)
 et pour
tout sous-ensemble de Cartan B, on a F [A]9Breg # S(Breg) (lemme 6.7).
D’autre part, pour B un sous-ensemble de Cartan et !=(*, y, ) # B I-reg ,
l’inte grale X %(!)(x) F
[A]
9 (x) dx=(%(!), F
[A]
9 ) est convergente et vaut 0
si B n’est pas H-conjugue a A (Proposition 6.12).
Ce re sultat est le point cle de la preuve de la formule d’inversion. Pour
le de montrer, on se rame ne, en utilisant induction et restriction, au cas ou
la sous-alge bre de Cartan a associe e a A est de ploye e. Dans ce cas, on
prouve que pour + # 1*a l’inte grale X %(!)(x) F(+)(x) dx=(%(!), F(+))
converge et (%(!), F [A]9 ) =+ # 1 a* (%(!), F(+)) 9(+). Bien que F(+) ne
soit pas dans I(X), on a tout de me^me, pour z # Z(g)
#b (z)(i*)(%(!), F(+))=(z .%(!), F(+))
=(%(!), tz .F(+))
=#a ( tz)(i+)(%(!), F(+))
ou z t z est l’antiautomorphisme principal de Z(g). On en de duit que si
B n’est pas H-conjugue a A alors (%(!), F(+))=0 (lemme 6.10).
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Soit k # N. On note Cark(X) l’ensemble des sous-ensembles de Cartan
A tels que dim aR & [h, h]=k et [Cark(X)] l’ensemble des classes modulo H
de Cark(X). Soit Ik(X) l’ensemble des 8 # I(X) telles que, pour tout j>k
et pour tout A # Carj (X), l’on ait 8Areg=0. Soit A # Carn(X). Si 8 # In(X)

ve rifie b8 # S(A), alors pour tout !=(*, y, ) # A I-reg , l’inte grale
X %(!) 8(x) dx=(%(!), 8) converge et de finit un e le ment 9y de S(A ).
On peut alors comme pre ce demment de finir F [A]8 . C’est a une constante
multiplicative pre s y # Wa F
[A]
9y
. C’est donc une fonction de I(X) qui
ve rifie: si B est un sous-ensemble de Cartan non H-conjugue a A, alors,
pour tout ! # B I-reg , on a (%(!), F [A]8 ) =0. De plus, en utilisant la formule
d’inversion de Fourier classique sur l’espace vectoriel a, on montre que,
pour tout a # Areg , on a F [A]8 (a)=cA 8(a) (lemme 6.13).
Soit 8 # In(X), on pose 8k=8& jn&k A # [CarjX] cA F
[A]
8 . En utilisant
les re sultats pre ce dents, on de montre par re currence sur k que 8k #
In&k&1(X). Le cas k=n donne la formule d’inversion.
Soit . # D(X). En utilisant la formule limite d’Harish-Chandra sur les
alge bres de Lie re ductives, on prouve la formule limite suivante: soit b une
sous-alge bre de Cartan fondamentale de h. Soit P un syste me positif de
racines et PI les racines imaginaires de P. Pour un bon choix de P, on a
(lemme 7.1),
lim
X  0
 \ ‘: # P H:+ bPI M( f )(Exp X )=cf (eH)
ou c est une constante parfaitement de termine e. On montre que l’on peut
de river sous le signe somme dans la formule d’inversion. Soit A un sous-
ensemble de Cartan. Si (*, y, ) # A avec y{eH, alors, par construction, la
fonction F(*, y, ) est nulle au voisinage de eH et pour X # breg , la fonction
F(*, eH, )(Exp X ) s’exprime facilement en terme de transforme e de
Fourier ; M .X de l’orbite M .X pour un certain sous-groupe M de H. Par la
formule de Rossman, on a une expression explicite de ; M .X (Y) pour
Y # breg . Les proprie te s de ; M .X (conditions de recollement) permettent de
calculer (>: # P H:) bPI F(*, eH, )(eH ) (proposition 7.2). D’autre part, il
existe une constante c* telles que les distributions c* 3(*, eH, ) soit de
type positive ([D] the ore me 3). On obtient ainsi la formule de Plancherel
(the ore me 7.4).
Je remercie A. Bouaziz pour ses nombreux conseils lors de ce travail.
1. NOTATIONS ET PRE LIMINAIRES
Si M est une varie te diffe rentiable, on note C(M) l’espace des fonctions
de classe C sur M, D(M ) le sous-espace de C(M ) des fonctions a
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support compact et D(M )$ l’espace des distributions sur M, c’est-a -dire le
dual de D(M). Soit MC (M) l ’espace des densite s de classe C
 a support
compact et F(M) l ’espace des fonctions ge ne ralise es sur M, c’est-a -dire le
dual de MC (M).
Si N est une partie de M et si f est une fonction sur M, on notera fN
ou fN sa restriction a N.
Si X est un ensemble fini, on note |X | son cardinal.
Soit V un espace vectoriel re el de dimension finie. On notera V* son
dual et VC son complexifie . Si V est un espace vectoriel topologique, on
note V$ son dual topologique.
Soit G un groupe de Lie re ductif complexe connexe de groupe de rive
simplement connexe et d’alge bre de Lie g. Soit H une forme re elle de
G d’alge bre de Lie h. On note _ la conjugaison de g relativement a h.
Elle de finit une involution du groupe G que l’on notera encore _ et
H est l’ensemble des points de G fixe s par _. Soit q=[X # g; _(X )=&X]
de telle sorte que l’on ait g=h+q. On a alors q=ih. Soit c le centre
de h.
Soit M un sous-groupe de G et U une partie de G ou de g. On note
ZM(U ) le centralisateur de U dans M et NM(U ) le normalisateur de U
dans M. On pose WM(U )=NM(U )ZM(U ).
On note e l’e le ment neutre de G.
Soit % une involution de Cartan de g commutant a _ et soit g=k+p
la de composition de Cartan de g correspondante. Soit K le sous-groupe
compact maximal de G forme des points de G fixe s par %.
On fixe sur g une forme biline aire syme trique, non de ge ne re e, G-invariante
} qui co@ ncide avec la forme de Killing sur l’alge bre de rive e de g et telle que
la forme &}(X, %(X )) soit de finie positive. Pour X # g, on pose alors
&X&=(&}(X, %(X)))12. Ceci de finit une norme sur g et donc e galement
sur g* par dualite .
Soit X=GH et soit p la projection canonique de G sur X. Soit .
l’application de X dans G qui a p(g) associe g_(g)&1. L’application . est
un isomorphisme sur son image.
Pour x # X, on note Gx le centralisateur de .(x) dans G. Soit gx son
alge bre de Lie. On pose Hx=Gx & H et hx=gx & h.
Le groupe G agit par translation a gauche sur X et on notera g .x
l’action de g # G sur x # X. On notera e galement pour g # G et X # g l’action
adjointe par AdgX= g .X.
On note exp l’application exponentielle de g dans G et soit Exp
l’application de h dans GH qui a X associe p(exp iX ). Soit J le jacobien de
l’application Exp. On a, pour X # h,
J(X)=det \sh i ad Xi ad X + h
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Soit DX la fonction analytique sur X de finie par: si x # X alors l’endo-
morphisme 1+z&Ad .(x) de g est C-line aire. On pose alors
detC (1+z&Ad .(x))=znDX (x) modulo zn+1
ou n=rang(h).
De finition 1.1. Un e le ment x # X est dit semi-simple si .(x) est
semi-simple dans G.
Un e le ment x de X est dit re gulier si l’on a DX (x){0. Ceci est
e quivalent a dire que .(x) est re gulier dans G. On note Xreg l’ensemble
des e le ments re guliers de X et si U est une partie de X, on pose Ureg=
Xreg & U.
On appelle sous-espace de Cartan de q un sous-espace de q forme
d’e le ments semi-simples, abe lien et maximal pour ces deux proprie te s.
Comme q=ih, la multiplication par i induit une bijection de l’ensemble
des sous-espaces de Cartan de q dans l’ensemble des sous-alge bres de
Cartan de h, que l’on notera Car(h).
On notera hreg l’ensemble des e le ments semi-simples re guliers de h et
pour s une partie de h on pose sreg=s & hreg .
1.2. Pour a # Car(h), on notera 2(g, aC ) (ou 2 quand il n’y aura pas
d’ambigu@ te ) le syste me de racines de la paire (g, a+ia). Pour : # 2, on
note H: la coracine de :, g: l’espace radiciel de g relatif a : et s: la re flexion
de aC relative a :.
On de finit la partie compacte aI=c & k+(: # 2 iRH:) & a et la partie
de ploye e aR=c & p+(: # 2 RH:) & a de a de telle sorte que l’on ait
a=aI+aR .
Une racine : est dite re elle (respectivement imaginaire) si :(a)/R
(respectivement :(a)/iR), ceci est e quivalent a H: # aR (respectivement
H: # iaI). Une racine est dite complexe si elle n’est ni re elle ni imaginaire.
On notera 2R (respectivement 2I et 2CP) l’ensemble des racines re elles
(respectivement imaginaires et complexes) de aC dans g.
Soit 2+ un syste me positif de 2. Pour S/2, on pose S +=S & 2+.
L’ensemble 2+I sera appele syste me positif de racines imaginaires. On
posera \2+= 12 : # 2+ :. Lorsqu’il n’y a pas d’ambigu@ te , on notera \=\2+ .
Soit : une racine imaginaire de 2. La racine : est dite compacte si
(g:+g&:+CH:) & h est isomorphe a su(2) et elle est non compacte si
(g:+g&:+CH:) & h est isomorphe sl(2, R).
On note 2Inc l’ensemble des racines imaginaires non compactes de 2.
Soit 1a l’ensemble des X # a tels que exp 2iX=1. C’est un re seau de aR .
Soit 1 a* l’ensemble des + # a*R tels que, pour tout X # 1a , l’on ait
+(X ) # 2?Z.
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Soit a*I-reg l’ensemble des + # aI* tels que, pour toute racine imaginaire :
de 2, l’on ait +(H:){0. On note 1*a reg l’ensemble des + # 1 a* tels que, pour
toute racine re elle : de a, l’on ait +(H:){0.
1.3. A la sous-alge bre de Cartan a de h, on associe l’ensemble A forme
des x # X tels que .(x) centralise a et on l’appelle le sous-ensemble de
Cartan de X associe a a. On note Car(X) l’ensemble des sous-ensembles de
Cartan de X.
On rappelle que tout e le ment re gulier de X appartient a un unique
sous-ensemble de Cartan ([O.M] paragraphe 6 the ore me 2).
On a ([H2] Lemme 2.3)
A=NG(a)NH(a)
Soit Wa un syste me de repre sentants de exp ia"A dans A forme d’e le ments
y tels que .( y) # H. On rappelle que dans ce cas chaque y # Wa admet un
repre sentant dans Gy ([H6] lemme 1.4). On a
A= .
y # Wa
exp ia .y
et Wa est isomorphe a WG(a)WH(a). Soit y # Wa . On note W yH (a)
l’ensemble des h # WH (a) tels que h .y # exp ia .y. Pour h # W yH(a), il existe
donc Yh # a tel que h .y=exp iYh .y et donc comme .( y) # H on a 2Yh # 1a .
Si Y$ est un autre e le ment ve rifiant cette proprie te , il est facile de voir que
Yh&Y$ # 1a . On ve rifie facilement que Yh=hYh&1=&hYh&1 modulo 1a .
Pour ; un poids de a, on de finit la fonction !; sur A par: si a # A alors
.(a)=exp X avec X # aC . On pose !;(a)=e;(X ).
On notera AIn-reg l’ensemble des x # A tels que pour tout : # 2Inc , l’on ait
!:(x){1.
Pour S/2, on pose
bS= ‘
: # S
(1&!&:)
|1&!&: |
Soit S(aC ) l’alge bre syme trique de aC . A X # a, on associe l’ope rateur
diffe rentiel (X ) sur A de fini par: si x # A et f # C(A), alors
(X ) f (x)=
d
dt
f (exp itX .x)t=0
Pour u # S(aC ), on note (u) l’ope rateur diffe rentiel sur A de fini par u.
On de finit l’ordre d’Hira@ sur les classes modulo H de sous-ensembles de
Cartan de X de la manie re suivante:
60 PASCALE HARINCK
File: DISTIL 316310 . By:CV . Date:20:02:98 . Time:08:29 LOP8M. V8.B. Page 01:01
Codes: 3501 Signs: 2144 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
soit A et B deux sous-ensembles de Cartan de X associe s respectivement
aux sous-alge bres de Cartan a et b. On note [A]=h # H h .A.
On dit que [A][B] si et seulement si il existe h # H tel que (h .a)R /bR .
Lorsque cette inclusion est stricte, on dit alors que [A]<[B].
On notera [CarX] l’ensemble des classes modulo H de sous-ensembles
de Cartan de X.
2. FONCTIONS ORBITALES
On de finit l’espace I(X) des fonctions F qui sont H-invariantes et de
classe C sur Xreg et qui ve rifient les trois proprie te s suivantes:
I1(X): Pour tout A # Car(X), pour tout compact U de A et pour tout
u # S(aC ) alors supx # U & Areg |(u) .FAreg(x)|<,
I2(X): Pour tout a # Car(h) associe e a A # CarX et pour tout syste me
positif de racines imaginaires  de aC dans g, alors bFAreg se prolonge de
fac on C sur l’ensemble des x # A tels que, pour toute racine imaginaire
non compacte ; de aC l’on ait !;(x){1,
2.1. Soit a # Car(h) associe e a A # Car(X). Soit : une racine imaginaire
non compacte de aC . Soit # # A tel que !:(#)=1 et pour toute racine ; de
aC distincte de \:, l’on ait !;(#){1. On choisit des vecteurs radiciels X:
et X&: relatifs respectivement a : et &:.
On pose a:=Ri(X:&X&:)+Ker :. C’est une sous-alge bre de Cartan
de h. Soit c:=exp&i(?4)(X:+X&:). L’e le ment c: est appele une trans-
forme e de Cayley. On a c: .aC =a:C . Soit  un syste me positif de racines
imaginaires de aC qui contient toute racine imaginaire ; telle que ;(H:)>0.
Soit : l’ensemble des racines de  orthogonales a :. C’est un syste me
positif de racines imaginaires de a:C .
I3(X): Avec les notations pre ce dentes, pour tout u # S(aC ), on a
lim
t  0+
(u) . (bFAreg)(exp tH: .#)& limt  0&
(u) . (bFAreg)(exp tH: .#)
=b&[: _ [:]](#) d(:, #) (c: .u) . (b:FA:)(#)
ou d(:, #)=2 si la re flexion relative a : se re alise dans H# et 1 sinon.
Remarques. (1) Il est facile de voir que b&[: _ [:]](#) vaut \1 et
que ce signe ne de pend que de la composante connexe de A qui contient #.
(2) Le deuxie me membre de l’e galite est bien de fini en vertu de I2(X).
(3) Soit 8 # I(X) telle que, pour tout [B]>[A], l’on ait 8Breg=0.
Par la proprie te I3(X), la fonction b8Areg se prolonge de fac on C
 sur A.
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Dans la suite, on adoptera la notation suivante:
lim
t  0+
(u) . (bFAreg)(exp tH: .#)& limt  0&
(u) . (bFAreg)(exp tH: .#)
=[(bFAreg)(#)]&
Un e le ment de I(X) est appele une fonction orbitale.
On munit I(X) de la topologie de finie par les semi-normes pA, U, u( f )
=|supx # U & Areg (u) . fAreg(x)| ou A # Car(X ), U est un compact de A et
u # S(aC ). L’espace I(X) est un espace de Fre chet.
On note I(X) le sous-ensemble de I(X) forme des fonctions F qui
ve rifient de plus la proprie te suivante:
I4(X): pour tout sous-ensemble de Cartan A de X, il existe un
compact U de A tel que fAreg soit a support dans U.
On le munit de la topologie de finie dans ([H4] Paragraphe 2). C’est une
limite inductive d’espaces de Fre chet.
Soif f # D(X). On de finit l’inte grale orbitale MH( f ) (ou M lorsqu’il n’y
a pas d’ambigu@ te s) de f de la manie re suivante: si x # Xreg alors hx=a est
une sous-alge bre de Cartan de h. Soit dY la mesure de Lebesgue sur [a,h]
de finie par la forme de Killing. Soit dh la mesure H-invariante sur HZH(a)
tangente a dY. On pose
M( f )(x)=|DX (x)| 12 |
HZH (a)
f (h .x) dh
The ore me 2.2 ([B3] Thm 8.2.2). L’application M est continue et
surjective de D(X) dans I(X) et sa transpose e tM est bijective de I(X)$ sur
l ’espace D(X)$, H des distributions H-invariantes sur X.
On dit qu’une partie ferme e H-invariante est un compact modulo H si
son intersection avec tout sous-ensemble de Cartan de X est compacte.
On de finit l’espace C comp(X) des fonctions f de classe C
 sur X telles
que l’intersection du support de f avec toute partie compacte modulo H
soit un compact. Il est clair que l’application M se prolonge a C comp(X).
Proposition 2.3. L’espace I(X) est l ’image par M de C comp(X).
De monstration. D’apre s ([B3] Lemme 8.1.1) on peut construire un
recouvrement de X par une famille localement finie de bons voisinages
(Vi) i # I et une famille (/i) i # I de fonctions sur X qui ve rifient les proprie te s
suivantes:
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(i) pour tout i # I, la fonction /i est H-invariante de support contenu
dans Vi et telle que, pour tout x # Vi , l’on ait 0/i (x)1,
(ii) i # I /i (x)=1 pour tout x # X.
En particulier chaque /i est a support compact modulo H.
Soit 9 # I(X). Soit i # I. On a alors 9/i # I(X). Par le the ore me 2.2 il
existe donc fi # D(X) telle que M( fi)=/i . Soit f =i # I fi . Il est alors
clair que M( f )=9. D’autre part, par le choix des Vi , /i , l’ensemble des
supports des fi forme une famille localement finie. Ceci assure que
f # C comp(X). K
Soit D(X) l’alge bre des ope rateurs diffe rentiels G-invariants sur X. On
rappelle que cette alge bre est isomorphe au centre Z(g) de l’alge bre
enveloppante de g. Dans toute la suite, nous identifierons ces deux alge bres.
Soit a # Car(h). On notera #g, a (ou #a lorsqu’il n’y a pas d’ambigu@ te )
l’isomorphisme d’Harish-Chandra de Z(g) dans l’alge bre S(aC)
WG (aC) des
invariants de S(aC ) sous l’action de WG(aC ).
Pour 9 # I(X) et z # Z(g), on de finit z .9 de la manie re suivante: soit
x # Xreg et soit A l’unique sous-ensemble de Cartan de X contenant x. On
pose alors
(z .9)(x)=(#a (z)) .9Areg(x)
Lemme 2.4. On a z .9 # I(X). De plus, l ’action de Z(g) pre serve I(X).
De monstration. D’apre s ([Sa2] lemme 12.1), pour tout f # D(X) et pour
tout A # Car(X), on a (z .M( f ))Areg=M(z . f )Areg . D’autre part, d’apre s
([B3] paragraphe 8 et corollaire 2.3.2), pour tout x # X, il existe une
fonction /x , H-invariante et a support compact modulo H qui vaut 1 au
voisinage de x. Les fonctions z .9 et z . (9/x) co@ ncident donc au voisinage
de x et on a, par ce qui pre ce de, z . (9/x) # I(X). Les proprie te s caracte risant
les fonctions orbitales e tant de nature locale, on en de duit le lemme. K
Soit z t z l’anti-automorphisme principal de l’alge bre enveloppante
de g. L’alge bre Z(g) agit sur I(X)$ par z .%(9)=%( tz .9). L’application M
et sa transpose e commutent a l’action de Z(g).
3. RESTRICTION ET INDUCTION DE FONCTIONS ORBITALES
Nous allons d’abord conside rer la restriction de fonctions orbitales.
Soit a # Car(h). On note, comme en 1.2, a=aR+aI et on pose L=ZG(aR).
D’apre s ([H4] paragraphe 6), c’est un groupe re ductif complexe connexe
de groupe de rive simplement connexe _-stable et l & h est de me^me rang
que h. On note XL=LL & H.
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Soit 9 # I(X). Soit B # Car(XL) associe a la sous-alge bre de Cartan b.
Les racines imaginaires de bC sont les me^mes dans g et dans l et de me^me
type (compactes ou non compactes). Par conse quent, on peut de finir l’ouvert
BI-reg de B comme e tant l’ensemble des x # B tels que, pour toute racine
imaginaire : de bC , l’on ait !:(x){1 sans faire re fe rence a X ou XL .
Maintenant si x # B est un e le ment re gulier de XL alors il appartient a BI-reg .
Par la proprie te I2(X), la restriction de 9 a Xreg & XL se prolonge donc en
une fonction de classe C sur XLreg . On note RXLX 9 cette fonction.
Soit P=LN un sous-groupe parabolique de G de sous-groupe de Le vi L
et de radical unipotent N. Soit n l’alge bre de Lie de N. On suppose que P
est _-stable.
Soit dX une mesure de Lebesgue sur h et soit dx la mesure invariante sur
X tangente a dX. On e crit h=(l & h)h(l & h). Soit dX1 et dX2 des
mesures de Lebesgue respectivement sur l & h et h(l & h) telles que dX=
dX1 7 dX2 . Ces mesures de finissent des mesures invariantes dl4 et dh4 respec-
tivement sur XL et HH & L. Comme hh & l=hh & ph & n et que
hh & p est isomorphe a k & h, on en de duit des mesures invariantes dn et
dk respectivement sur N & H et K & H et une mesure quasi-invariante dn*
sur NN & H.
Pour f # D(X) et l # XL , on pose
iP( f )(l )=|det(Ad(l )n)|12 |
NN & H
|
K & H
f (kln) dk dn*
L’application iP est une application continue de D(X) dans D(XL)
([H3] paragraphe 2).
Lemme 3.1. On rappelle que pour f # D(X) (respectivement f # D(XL)),
on note MH (respectivement MH & L) l ’inte grale orbitale de f sur X
(respectivement XL).
(i) Il existe une constante C>0 telle que
MH & L b iP=CRXLX b MH
(ii) L’application RXLX est une application continue de I(X)
 dans
I(XL). Sa restriction a I(X) est continue de I(X) dans I(XL).
De monstration. Avec les normalisations des mesures faites pre ce demment
et d’apre s ([H3] paragraphe 2), pour tout f # D(HH & L), on a
|
HH & L
f (h) dh4 =|
K & H
|
N & H
f (kn) dn dk
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et pour tout l # XL et f # D(X), on a
|
N & H
f (nl) dn=2r |det(Ad lp)| 12 |DX (l )| &12 |DXL(l )|
12 |
NN & H
f (ln) dn*
ou r=dimC n.
Soit f # D(X) et soit x # Xreg & XL . Soit b=hx . On a alors:
RXL
X
b MH( f )(x)=|DX (x)| 12 |
HZH(b)
f (h .x) dh
=|DX (x)| 12 |
HH & L
|
H & LZH & L(b)
f (hlx) dl dh4
=|DX (x)| 12 |
K & H
|
N & H
|
H & LZH & L(b)
f (knlx) dl dn dk
=2r |DXL(x)|
12 |
K & H
|
H & LZH & L(b)
|det(Ad lx)p | 12
_|
NN & H
f (klxn) dn* dl dk
=2r |DXL(x)|
12 |
H & LZH & L(b)
iP( f )(lx) dx
=2rML & H b iP( f )(x)
On obtient donc la premie re assertion du lemme.
Soit 9 # I(X). Par le the ore me 2.2, il existe f # D(X) telle que 9=MH( f ).
L’assertion (i) assure que RXLX 9 # I(XL). On proce de comme dans la de mon-
stration du Lemme 2.4 pour montrer que RXLX envoie I(X)
 dans I(XL).
La continuite de RXLX est imme diate par la de finition des diffe rentes
topologies. K
Soit b # Car(l & h). L’inclusion WL(bC )/WG(bC ) donne une inclusion
S(bC )WG(bC)/S(bC )WL(bC). On en de duit donc un homomorphisme d’alge bres
continu #gl de Z(g) dans Z(l). Ainsi, pour tout 9 # I(X) et tout z # Z(g),
on a
RXL
X
(z .9 )=#gl(z) .RXLX (9 )
Remarque. Soit 3 une distribution sphe rique sur XL (c’est-a -dire une
distribution H & L-invariante sur XL propre pour les ope rateurs de Z(l).
Dans ([H3] the ore me 2.1), on a de fini l’induite indXXL 3 de 3. C’est une
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distribution sphe rique sur X. Soit % et indXXL % les distributions sur respec-
tivement I(XL) et I(X) correspondant a 3 et indXXL3 par l’isomorphisme
du the ore me 2.2(ii). Il est facile de voir que l’on a
indXXL %=
t RXL
X
%
Nous allons maintenant de crire un proce de d’induction concernant les
fonctions orbitales.
On fixe une sous-alge bre de Cartan a de h. On note, comme en 1.2,
a=aI+aR . Soit M le centralisateur de aI dans G et soit m son alge bre de
Lie. Le groupe M est re ductif complexe connexe. Il est _-stable et m & h
est de me^me rang que h. Soit M1 son groupe de rive et m1 l’alge bre de Lie
de M1 . On a ?1(M1)=Ker exp(2i? . ): # 2(m, a) Z H: . Soit X # m1 tel que
exp 2iX=1. Le groupe de rive de G e tant simplement connexe, on a
X # m1 & :
: # 2(g, a)
Z H:
D’apre s ([Bou], chap. 6, paragraphe 1, proposition 28), on a
m1 & :
: # 2(g, a)
Z H:= :
: # 2(m, a)
Z H:
On en de duit donc que M1 est simplement connexe.
On note XM=MM & H.
Soit X0 # aI tel que m=Zg (X0) et soit u=: # 2(g, aC); i:(X0)>0 g: . Pour
x # XM & Xreg , on pose
du (x)=
|det(1&Ad .(x)&1)u |
det(1&Ad .(x)&1)u
Pour x # Xreg , on note NXMH (x) l’ensemble des h # H tels que h .x # XM .
Lemme 3.2. Soit x # Xreg et soit b=hx . On note B le sous-ensemble de
Cartan associe a b. On a alors:
(i) si h # NXMH (x), on a h .b # Car(m & h),
(ii) l ’ensemble NXMH (x) ne de pend que de la composante connexe de
B qui contient x,
(iii) l ’ensemble H & M"NXMH (x) est fini.
De monstration. Si h # NXMH (x) alors l’e le ment h.(x) h
&1 est un e le ment
re gulier de M et donc Zm & h(h.(x) h&1) est une sous-alge bre de Cartan de
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m & h contenue dans h .b. Comme h et m & h ont me^me rang, on en de duit
que h .b # Car(m & h).
Soit u # Wb tel que x # exp ib .u. Par ce qui pre ce de, il est clair
h # NXMH (x) si et seulement si h .b # Car(m & h) et h .u # XM .
L’assertion (iii) de coule de ([B1] Remarque 7.2.3). K
Si x est un e le ment semi-simple de X et si B est un sous-ensemble de
Cartan de X contenant x associe a la sous-alge bre de Cartan b, on notera
NXMH (b, x) l’ensemble des h # H tels que h .x # XM et h .b # Car(m & h).
Pour F # I(XM), on de finit la fonction PXXM , uF sur Xreg de la manie re
suivante: si x # Xreg alors
PXXM , uF(x)= :
h # M & H"NH
XM(x)
F(h .x) du (h .x)
Proposition 3.3. L’ope rateur PXXM , u de finit une application continue de
I(XM) dans I(X). De plus, sa restriction a I(XM) est continue de I(XM)
dans I(X).
De monstration. Soit F # I(X). Il est clair que PXXM , uF ve rifie la
proprie te I1(X) et si de plus F # I(X), elle ve rifie clairement I4(X).
Soit b # Car(h) et soit B le sous-ensemble de Cartan de X associe a b. On
fixe un syste me positif  de racines imaginaires de bC dans g.
Si b n’est pas H-conjugue e a une sous-alge bre de Cartan de m & h, alors
la fonction PXXM , uF est nulle sur Breg . Elle ve rifie donc I2(X).
On suppose maintenant que b # Car(m & h). On a donc aI /bI . On note
alors m = & 2(m, bC ). Soit x # Breg . On a alors
du (x)= ‘
: # 2(u, bC)
|1&!&:(x)|
(1&!&:(x))
L’ensemble 2(u, bC ) co@ ncide avec l’ensemble des : # 2(g, bC ) telles que
i:(X0)>0. Comme X0 # aI , toutes les racines prennent des valeurs imaginaires
pures sur X0 . On a donc 2R(g, bC ) & 2(u, bC )=<. Si : est une racine
complexe de 2(u, bC ) alors il en est de me^me de &: . Dans ce cas, on a
(1&!&:(x))(1&!: (x))>0
Finalement, on obtient
du (x)= ‘
: # 2I (u, bC)
|1&!&:(x)|
(1&!&:(x))
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Par conse quent, on peut e crire (bdu )(x)=bm =(b)(x) avec
=(b)(x)= ‘
: # &m
1&!&:(x)
|1&!&:(x)|
‘
: # 2I (u, bC)
|1&!&:(x)|
1&!&:(x)
Soit : # &m . On a soit : # 2I (u, bC ) soit &: # 2I (u, bC ). On obtient
ainsi =(b)(x)=>: # (&m) & &2I (u, bC) &|!:(x)|!:(x). On e crit x=exp iX .y
avec X # b et y # Wb et on a !:(x)=e2i:(X )!:( y) et !:( y)=\1. On a donc
=(b)(x)=>: # (&m) & &2I (u, bC) (&!:( y)).
Donc =(b)(x) est un signe qui ne de pend que de la composante connexe
de B qui contient x.
On obtient donc, si x=exp iX .y alors
(bPXXM , uF )(x)= :
h # M & H"N
H
XM(b, y)
=(h .b)(h .y) bh .m(h .x) F(h .x)
Comme pour h # H, on a h . (BIn-reg)=(h .B)In-reg , il est alors clair que
PXXM , uF ve rifie la proprie te I2(X).
Montrons la proprie te I3(X). On reprend les notations de 2.1. Soit x # B
semi-simple tel qu’il existe une racine imaginaire non compacte : de
2(g, bC ) ve rifiant !:(x)=1 et pour toute racine ;{\:, l’on ait !;(x){1.
On pose x=exp iX .y avec X # b et y # Wb . Comme !:(x)=1 et que : est
une racine imaginaire, on a donc !:( y)=1 et donc y # B & B: .
Par ce qui pre ce de, pour tout v # S(bC ), on a
[(v)(bPXXM , uF )(x)]&
= :
h # M & H"N
H
XM(b, y)
=(h .b)(h .x)[(h .v)(b(h .)m F)(h .x)]&
Soit h # NXMH (b, y). Si h .: n’est pas une racine de h .bC dans m alors la
fonction (h .v)(b(h .)m F ) est continue au point h .x. Donc dans la somme
pre ce dente, ne sont a conside rer que les h # NXMH (b, y) tels que h .: soit une
racine imaginaire non compacte de h .bC . Soit h un tel e le ment. Il est clair
que dans ce cas on a h .b:=bh .: # Car(m & h) et donc h # N
XM
H (b: , y).
Re ciproquement si h # NXMH (b: , y) alors h .b: # Car(m & h). La racine
ch .:h .: est une racine re elle de h .b: et toutes les racines re elles de h .b: sont
dans m. Par transforme e de Cayley inverse, on en de duit que h .b # Car(m & h)
et h .: # 2(m, bC ). On vient donc de prouver que l’application identite est
une bijection de l’ensemble des h # NXMH (b, y) tels que h .: # 2(m, bC ) dans
NXMH (b: , y).
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On obtient ainsi
[(v)(bPXXM , uF )(x)]&
= :
h # M & H"N
H
XM (b:, y)
=(h .b)(h .y) d(h .:, h .x) bm&(m, : _ [:]) (x)
_(ch .: .h .v)(b(h .)m, h . : F(h .B)h . :)(h .x)
Il est clair que pour tout h # NXMH (b: , y), l’on a d(h .:, h .x)=d(:, x).
D’autre part, soit u # Hx repre sentant la re flexion relative a h .: dans H.
Comme h .: # 2(m, h .b), la restriction de Ad(u) au centre de m, qui contient bI ,
est l’identite . On a donc e galement u # H & Mx . La constante d(h .:, h .x)
est donc la me^me pour H et M & H.
Pour avoir le re sultat voulu, il suffit donc de prouver que l’on a
=(h .b)(h .y) bm&(m, : _ [:])(x)==(h .b:)(h .y) b&(: _ [:])(x)
Or, on a
=(h .b)(h .y)==(h .b)(h .x)=
bh .&[h .]m(h .x)
b2I (u, h .bC)(h .x)
Il faut donc prouver que l’on a
b2I (u, h .bC)(h .x)=b2I (u, h .b:, C)(h .x)
et
b:&m, :(x) b&(: _ [:])(x)=b&m(x) bm&(m, : _ [:])(x)
Ces deux assertions sont imme diates.
La continuite de PXXM , + est claire. K
Soit b # Car(m). On note #gm=#&1m, b b #g, b l’homomorphisme de Z(g)
dans Z(m). Il est alors clair que, pour tout 9 # I(XM) et tout z # Z(g),
l’on a
z .PXXM , u9=P
X
XM , u
(#g, m(z) .9)
Remarque. Soit y # Wa . D’apre s ([H4] corollaire 1.7), il existe X # a et
un ensemble S forme de racines imaginaires non compactes deux a deux
fortement orthogonales tels que, si g: repre sente s: dans G, alors on a y=
p(exp iX >: # S g:). Par conse quent, l’e le ment y admet un repre sentant
dans M=ZG(aI) si et seulement si y=eH et donc Wa & XM=[eH].
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Soit 9 # I(XM). Par ce qui pre ce de, si x # Areg&Exp areg alors on a
NXMH (x)=< et donc, la restriction de P
X
XM , u
9 a Areg ne vit que sur
Exp areg .
Soit y # Wa . D’apre s ([O-V] 4 proble me 10 et the ore me 9), le groupe Gy
est re ductif complexe connexe. Il est facile de voir qu’il est _-stable et de
groupe de rive simplement connexe ([H6] lemme 2.4). On note Xy=GyHy .
Soit X0 # a tel que gy=Zg (X0). On note v=: # 2(g, aC); i:(X0)>0 g: et pour
x # Xy & Xreg , on pose
dv (x)=
|det(1&Ad(.(x)&1)v)|
det(1&Ad(.(x))&1)v
Pour x # Xreg , on note N
Xy
H (x) l’ensemble des h # H tels que h .x # Xy .
Pour F # I(Xy), on pose
PXXy , vF(x)= :
h # Hy"NN
Xy(x)
F(h .x) dv (h .x)
Lemme 3.4. L’application PXXy , v de finit une application continue de I(Xy)

dans I(X) et sa restriction a I(Xy) est continue de I(Xy) dans I(X).
De monstration. La de monstration de ce lemme est la me^me que celle de
la proposition 3.3. K
3.5. Pour F # I(Xy), on peut de finir la fonction Ft sur Xy reg par
Ft(x)=F(x .y). Il est clair que Ft # I(Xy).
Pour F # I(XM), on pose alors
PX, y
XMuv
F=PXXy , v(P
Xy
XM , u
F ) t
Lorsqu’il n’y a pas d’ambigu@ te s sur le choix de u et v, on notera PX, yXMuv=
PX, yXM . Ceci de finit donc une application continue de I(XM)
 dans I(X).
4. FONCTIONS ORBITALES PROPRES (CAS DE PLOYE )
Dans toute cette partie, on suppose que H est de ploye et on fixe a une
sous-alge bre de Cartan de ploye e de h. Dans ce cas, le re seau 1a est un
re seau de a.
The ore me 4.1. Soit + # 1 a*. Alors il existe une fonction orbitale F(+) #
I(X) telle que:
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(i) pour tout z # Z(g), alors z .F(+)=#a (z)(i+) F(+),
(ii) la fonction F(+) est borne e sur Xreg ,
(iii) pour tout X # a, on a
F(+)(X )= :
w # WH (a)
ei(w+, X)
De plus, si + est re gulier, alors la fonction F(+) est de termine e de manie re
unique par ces trois proprie te s.
La construction de la fonction F(+) est analogue a celle de la se rie
discre te faite par Harish-Chandra dans le cas du groupe. La suite de ce
paragraphe consiste en cette construction.
Nous allons tout d’abord donner un recouvrement de X par des voisinages
ouverts d’e le ments elliptiques.
De finition 4.2. Un e le ment # de X est dit elliptique si .(#) est
elliptique dans G c’est-a -dire si .(#) est semi-simple et toutes les valeurs
propres de Ad .(#) sont de module 1. On note Xell l’ensemble des e le ments
elliptiques de X.
Proposition 4.3 ([O-M] paragraphe 5 Prop. 2). Soit x # X. Il existe
un unique e le ment semi-simple xs de X et un unique e le ment nilpotent Xu de
h tels que Ad(.(xs)) .Xu=Xu et x=exp(iXu) .xs . On appelle xs la partie
semi-simple de x et xu=exp iXu la partie unipotente de x. Une telle
de composition s’appelle la de composition de Jordan de x.
Soit # # Xell . Le groupe G# est re ductif complexe connexe, _-stable et de
groupe de rive simplement connexe (voir [H6] lemme 2.4). Soit g# son
alge bre de Lie.
Soit U un voisinage ouvert de 0 dans le centre c de h et soit =>0.
On de finit l’ouvert V#, =, U comme e tant l’ensemble des X # (U+[h, h])
& h# tels que, pour toute valeur propre * de ad X (conside re comme endo-
morphisme de h), l’on ait |Re(*)|<=.
Soit r l’image de 1&Ad .(#) de telle sorte que g=g#+r. Soit X#=
G#H# et soit $X# l’ensemble des x # X# tels que det(1&Ad .(x) .(#))r {0.
Lemme 4.4. On peut choisir = et U de telle sorte que:
(i) L’application Exp est diffe omorphisme de V#, =, U sur son image et
on a Exp V#, =, U /$ X# ,
(ii) On a x # exp iV#, =, U .# si et seulement si la partie semi-simple de x
appartient a exp iV#, =, U .#.
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De monstration. On rappelle que le jacobien J de Exp de h# dans X# ,
est donne par J(X)=det(sh iadXiadX )h# . Donc pour =<? et pour U suffi-
samment petit, l’application Exp est un diffe omorphisme sur son image.
Soit x # Exp V#, =, U . On a x #$ X# si et seulement si det(1&Ad .(x)
.(#))r {0. Si ! est une valeur propre de Ad .(#)r alors on a |!|=1 et
!{1. Il existe donc =0>0 tel que si * et + sont deux re els avec
|*|<2=0 alors pour tout ! valeur propre de Ad .(#)r on ait |1&!ei*&+|>0.
Soit Y # V#, =0 , U . Par ce qui pre ce de l’endomorphisme Ad(.(#) exp 2iY)r
n’admet pas la valeur propre 1. On obtient donc Exp V#, =0 , U /$ X# ce qui
donne l’assertion (i).
On choisit = et U comme pre ce demment. Soit x # exp iV#, =, U .#. On e crit
x=exp iY .# avec Y # V#, =, U . Soit Ys la partie semi-simple de Y et Yu sa
partie nilpotente. On a donc Ys # V#, =, U . Si xs de signe la partie semi-simple
de x, on a xs=exp iYs .# et donc xs # exp iV#, =, U .#.
Re ciproquement, soit x # X et soit xs et xu ses parties semi-simple et
nilpotente. On suppose que xs # exp iV#, =, U .#. On peut donc e crire xs=
exp iXs .# avec Xs # V#, =, U et xu=Exp Xu avec Xu # h# nilpotent. Comme
.(xs) et .(xu) commutent, on a exp(2i Ad(.(xu) .Xs)=exp 2iXs . Comme
Xs # V#, =, U ceci implique, d’apre s (i) que Ad(.(xu)) .Xs=Xs ou encore
[Xu , Xs]=0. On obtient donc x=exp i(Xu+Xs) .# # exp iV#, =, U .#. K
Lemme 4.5. Soit x un e le ment semi-simple de X.
(i) Il existe deux e le ments uniques xe # Xell et Xh # [h, h] semi-simple
tels que Ad(.(xe)) .Xh=Xh et x=exp iXh .xe . On appelle alors xe la partie
elliptique de x.
(ii) Soit Y un e le ment semi-simple de V#, =, U . Soit Y=YI+YR sa
de composition relative a la de composition de Cartan de g. Alors YI et YR
sont dans h# et YR # V#, =, U . De plus, on a ((exp iY) .#)e=exp iYR .#.
De monstration. Soit x un e le ment semi-simple de X. Soit B un sous-
ensemble de Cartan de X contenant x et soit b la sous-alge bre de Cartan
de h associe e a B. Il existe alors X # b et x0 # B & Xell tel que x=exp iX .x0 .
On e crit X=XI+XR # bI+bR et donc x=exp iXR exp iXI .x0 . Les e le ments
Xh=XI et xe=exp iXR .x0 ve rifient les proprie te s de (i).
Maintenant, on a .(x)=exp 2iXh.(xe) et donc Ad .(x)=exp 2i ad(Xh)
Ad .(xe). Comme Xh # [h, h], l’unicite de la de composition polaire des
e le ments de Ad(G) assure l’unicite de Xh et donc de xe .
L’assertion (ii) est imme diate par ce qui pre ce de. K
Lemme 4.6. Pour = et U suffisamment petit, on a:
(i) si h # H ve rifie h exp iV#, =, U .# & exp iV#, =, U .#{< alors h # H# ,
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(ii) soit W#, =, U=h # H h exp iV#, =, U .#. Alors W#, =, U est un voisinage
ouvert de # dans X.
De monstration. Soit x1 et x2 dans exp iV#, =, U .# tels que h .x1=x2 .
D’apre s les deux lemmes pre ce dents, on peut supposer que x1 et x2 sont
elliptiques. Pour j=1 ou 2, il existe donc Xj dans V#, =, U tel que toutes les
valeurs propres de ad Xj soient re elles et xj=exp iXj .#. Soit V0#, =, U
l’ensemble des X # (U+[h, h]) & h# tels que toutes les valeurs propres de
ad X (conside re comme endomorphisme de h) soient de module strictement
infe rieur a =. Il est clair que Xj # V0#, =, U .
Par ([V] partie II p. 32 Prop. 11(ii)), on en de duit que h # H# ce qui
donne l’assertion (i).
D’apre s ([H1] lemme 2.9), l’application de H_$ X# dans X qui a (h, x)
associe hx .# est submersive en tout point. L’assertion (ii) en de coule. K
On de finit l’ensemble E(X) des ouverts 0 de X ve rifiant les deux proprie te s
suivantes:
(1) 0 est comple tement invariant (c’est-a -dire 0 est H-invariant et
contient la partie semi-simple de chacun de ses e le ments),
(2) si y # 0 est semi-simple alors sa partie elliptique ye est dans 0 et
0 contient tous les e le ments semi-simples de partie elliptique ye .
Proposition 4.7. Soit # # Xell et soit = et U comme dans les lemmes
pre ce dents. On a alors W#, =, U # E(X). De plus si 0 # E(X) et si x # 0 & Xell
alors il existe =$ et U$ tels que Wx, =$, U$ /0.
De monstration. Il est clair en utilisant le lemme 4.4(ii) que W#, =, U est
comple tement invariant. Soit y un e le ment semi-simple de exp iV#, =, U .#.
Par le lemme 4.5, sa partie elliptique ye est dans exp iV#, =, U .#.
Soit z un e le ment semi-simple de X tel que ze= ye . On e crit z=exp iZ .ze
avec Z # [h, h] ou Z et ze sont comme dans (i) du lemme 4.5. Comme
on a choisi = et U de telle sorte que Exp V#, =, U /$ X# , on a Z # h# . Par
hypothe se sur z, on a ze # exp iV#, =, U .#. On e crit ze=exp iX .# avec X # V#, =, U
et toutes les valeurs propres de adX sont re elles.
La relation Ad(ze) Z=Z implique alors que [X, Z]=0. On a donc
z=exp i(Z+X ) .# # exp iV#, =, U .#.
Les me^mes proprie te s sont valables pour W#, =, U .
Soit maintenant 0 # E(X) et x # 0 & Xell . On peut choisir = et U tels
que exp iV0#, =, U . x/0. Soit Y # V#, =, U . Soit Ys et Yu ses parties semi-
simple et nilpotente. Soit Ys=Ys, I+Ys, R la de composition de Cartan
de Ys . On a alors Ys, R # V0x, =, U et donc (exp iYs, R .x) # 0. L’e le ment
y=exp iYs .x # 0 est semi-simple de partie elliptique exp iYs, R .x. Comme
0 # E(X), on a donc y # 0. D’autre part 0 est comple tement invariant. Il
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existe donc =$ et U$ tels que exp iV0y, =$, U$ . y/0. Il est clair que Yu # V
0
y, =$, U$ .
On obtient ainsi exp iY .x=exp iYu .y # 0. K
Proposition 4.8. On a Xell=H .Exp a.
De monstration. Soit x # Xell . Soit B un sous-ensemble de Cartan de X
contenant x et soit b la sous-alge bre de Cartan associe e. On peut supposer
que bR /a. D’apre s ([H4] corollaire 1.7), il existe un ensemble  de racines
imaginaires non compactes deux a deux fortement orthogonales de bC et
X # b tels que .(x)=exp i(X+: #  ?H:). Comme x est elliptique, on a
X # bR /a. Soit c=>: #  c: la transforme e de Cayley relative a .
On a alors exp i? : #  H:=exp i? ; # c . H; et si ; # c . alors H; # a.
On a donc bien .(x) # exp ia. K
Proposition 4.9. Soit 0 # E(X). Pour tout y # Expa & 0, on choisit = et
U tel que Wy, =, U /0. Alors il existe un ensemble fini F de Exp a tel que
0= .
y # F
Wy, =, U
De monstration. Soit y # Exp a et soit = et U tel que Wy, =, U /0. Comme
Exp a est compact, il existe un ensemble fini F de Exp a tel que:
0 & Exp a/ .
y # F
Wy, =, U /0
On pose 01=y # F Wy, =, U . Pour montrer que 01=0, il suffit de prouver
que 01 contient tous les e le ments semi-simples de 0 ([H2] lemme 2.12).
Soit s un e le ment semi-simple de 0. On a donc se # 0 puisque 0 # E(X).
Par la proposition pre ce dente, il existe h # H et y # Exp a tel que se=h .y.
Par suite y # 0 & Exp a/01 et donc s # 01 . On obtient donc le re sultat
voulu. K
Lemme 4.10. Soit y # Exp a et =>0 et U/c comme pre ce demment. On
a alors:
(i) Exp a & exp iVy, =, U .y=exp i(a & Vy, =, U) .y,
(ii) Exp a & Wy, =, U=u # NH (a) u exp i(a & Vy, =, U) .y
De monstration. Soit # # (Exp a)reg & exp iVy, =, U .y. On e crit #=exp iX .y
avec X # Vy, =, U . Comme # est re gulier dans X, l’e le ment X est re gulier
dans gy . Par conse quent l’alge bre Zhy(X ) est une sous-alge bre de Cartan de
hy qui contient a. On a donc X # a. On obtient alors facilement l’assertion (i).
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Soit maintenant # # Exp a & Wy, =, U . On e crit alors #=h exp iY .y avec
h # H et Y # Vy, =, U . Comme y et # sont elliptiques, il en est de me^me de
Exp Y et donc toutes les valeurs propres de ad Y sont re elles. Il existe donc
u # Hy et X # a tels que Y=u .X.
On note x=hu et #$=exp iX .y de telle sorte que #=x#$. Il est clair que
x .h#$=h# . On a donc a/h# et x .a/h# et donc il existe x$ # H# tel que
x$x .a=a.
Maintenant, on a clairement #=x$x#$ avec #$ # exp i(a & Vy, =, U) .y et
x$x # NH(a). K
Pour 0 # E(X), on note I(0) l’espace des fonctions orbitales sur 0.
The ore me 4.11. Soit * # a*reg . Soit 0 # E(X). Si F # I(0) ve rifie
(i) pour tout z # Z(g), on a z .F=#a (z)(i*)F,
(ii) F est borne e sur 0reg ,
(iii) F est nulle sur Areg .
Alors la fonction F est identiquement nulle sur 0reg .
De monstration. Soit F # I(0) ve rifiant les assertions (i), (ii) et (iii).
Supposons que F soit non nulle. Soit B un sous-ensemble de Cartan de X
associe a la sous-alge bre de Cartan b et ve rifiant les proprie te s suivantes:
(1) FBreg {0,
(2) dim bR est maximale parmi les dim b$R telles que si B$ est le
sous-ensemble de Cartan associe a b$ alors FB$reg {0.
Soit 2 un syste me positif de racines imaginaires de bC dans g. D’apre s
I3(0) et (2), la fonction b2FBreg se prolonge de fac on C
 sur B & 0.
On fixe x # G tel que x .aC =bC . Par l’e quation diffe rentielle (i), pour
tout w # WG(bC ) et pour tout y # Wb , il existe des constantes c( y, w) telles
que pour tout X # b ve rifiant exp iX .y # 0 alors on a
(b2F )(exp iX .y)= :
w # WG(bC)
c( y, w) ei(wx .*, X)
Comme b2FB est non nulle, il existe w # WG(bC ) et y # Wb tels que
c( y, w){0.
Comme la fonction F est borne e, pour tout X # b tel que exp iX .y # 0, on
a Im(wx .*, X) 0. Or, il est clair que pour tout X # bI on a exp iX .y # 0.
On en de duit donc que pour tout X # bI on a Re(i(wx .*, X) )=0. Par
suite, l’e le ment iwx .* ne prend que des valeurs imaginaires pures sur bI .
D’apre s ([B4] lemme 5.1.2) ceci implique que dim bRdim a et donc
les alge bres b et a seraient H-conjugue es. Ceci est contradictoire avec
l’hypothe se (iii) puisque F est H-invariante. K
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Construction de la fonction F(+).
Nous rappelons tout d’abord certains re sultats de A. Bouaziz.
Soit I(h) l’espace des fonctions orbitales sur h ([B2] paragraphe 3.2).
Soit Y # hreg . On note ;H .Y la mesure de Liouville de l’orbite H .Y et soit
; H .Y la transforme e de Fourier de cette mesure. Soit * # a*reg . Pour X # hreg ,
on pose
9 h*(X )=; H .X (*) |det(ad *)h*a* |
12
On a alors le re sultat suivant:
The ore me 4.12 ([B4] lemme 4.1.1 et the ore me 5.3.1). Soit * # a*reg .
Alors la fonction 9h* est l’unique e le ment de I(h)
 ve rifiant les trois proprie te s
suivantes:
(i) pour tout z # Z(g) alors on a z .9 h*=#a (z)(i*) 9
h
* ,
(ii) la fonction 9 h* est borne e sur hreg ,
(iii) pour tout X # a, on a 9 h*(X )=w # WH (a) e
i(w*, X).
Soit 0 # E(X). Soit + # (1 a* )reg . D’apre s la proposition 4.9, il existe un
ensemble fini F de Exp a et pour tout y # F, il existe un re el =>0 et un
voisinage ouvert U de 0 dans le centre de h tels que l’on ait
0= .
y # F
Wy, =, U
Soit y # F. Soit Xy # a tel que .( y)=exp 2iXy . Comme + # (1 a* )reg , pour
tout w # WG(a) le scalaire ei(w+, Xy) ne de pend pas du choix de Xy tel que
.( y)=exp 2iXy . On de finit alors la fonction F y+ sur (Wy, =, U)reg en posant
F y+(hexp iX .y)= :
w # WHy(a)"WH(a)
ei(w+, Xy)9 hyw+(X )
Cette de finition est licite d’apre s le lemme 4.6(i). D’apre s ([B3] lemme 8.2.1),
la fonction F y+ est une fonction orbitale sur (Wy, =, U). D’apre s le lemme 4.10,
pour x=Exp X # Exp a & (Wy, =, U)reg , il existe u # WH(a) et X$ # a & Vy, =, U
tel que x=uexp iX$ .y. On a alors
F y+(x)= :
w # WHy(a)"WH(a)
ei(w+, Xy) :
v # WHy(a)
ei(vw+, X$)
= :
w # WH(a)
ei(w+, X$+Xy)= :
w # WH(a)
ei(w+, X)
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Il est alors clair que la fonction F y+ ve rifie les assertions du The ore me 4.1
sur Wy, =, U . Soit maintenant z un autre e le ment de F. Par ce qui pre ce de,
pour tout x # Exp areg & Wy, =, U & Wz, =$, U$ , on a
F y+(x)=F
z
+(x)
et donc par le the ore me d’unicite 4.11, les fonctions F y+ et F
z
+ co@ ncident sur
Wy, =, U & Wz, =$, U$ .
Par conse quent, on peut de finir de manie re licite la fonction F(+) sur 0
en posant, si x # Wy, =, U , alors F(+)(x)=F y+(x).
Par ce qui pre ce de, la fonction F(+) ve rifie les proprie te s du
the ore me 4.1. Ce the ore me est donc prouve pour + # 1*a reg .
Soit *0 # a* et soit 1 une composante connexe de a*reg telle que *0 soit
dans l’adhe rence 1 de 1.
Soit b # Car(h) et soit x # G tel que x .bC =aC . Pour toute composante
connexe C de breg , il existe des constantes c(w, 1, C) telles que, pour tout
X # C et pour tout * # 1, l’on ait:
9 h*(X )= :
w # WG(aC)
c(w, 1, C) ei(wx .X, *)
On peut donc de finir la fonction 9 h, 1*0 sur hreg par
9 h, 1*0 (X )= lim*  *0 , * # 1
9 h*(X )
Comme les proprie te s caracte risant les fonctions orbitales se traduisent par
des relations entre les constantes c(w, 1, C), la fonction 9 h, 1*0 ainsi de finie
est un e le ment de I(h).
Maintenant, il existe une unique composante connexe 1y de a*reg dans h*y
telle que 1/1y . On pose alors, pour hexp iX .y # Wy, =, U ,
F y, 1*0 (hexp iX .y)= :
w # WHy(a)"WH(a)
ei(w*0 , Xy)9 hy , w .1
w*0
(X )
On a donc
F y, 1*0 = lim*  *0 , * # 1
F y*
Ceci de termine uniquement la fonction F y, 1*0 sur Wy, =, U . De plus, on a
F y, 1*0 # I(Wy, =, U)
 (car 9 hy, w .1yw*0 # I(hy)
) et elle ve rifie les proprie te s (i), (ii)
et (iii) du the ore me 4.1 vue son expression en fonction de 9 hy , w .1yw*0 .
Dans toute la suite, on fixe + # 1 a* et 1 une composante connexe de a*reg
telle que + # 1 . Pour y # Exp a, on fixe Xy # a tel que y=Exp Xy . Pour un
tel y, on fixe un voisinage U de 0 dans c et =>0 tels que Vy, =, U ve rifie
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les proprie te s des lemmes pre ce dents. Pour simplifier les notations, on pose
Vy=Vy, =, U et Wy=H exp iVy, =, U .y.
Nous allons e tudier la de pendance en y des fonctions F y* pour * # 1.
Soit u # WH(a). Il est clair que Wuy=Wy . Soit * # a*reg . Soit x=
Exp X # Exp a & Wy . On peut donc e crire x=hexp iX$ .y avec h # WH (a) et
X$ # a & Vy . On a alors
F uy* (x)=F
uy
* (hu
&1 exp iuX$ .uy)
= :
w # WHuy(a)"WH(a)
ei(w*, uXy)9 huy
w .*
(uX$)
= :
w # WH (a)
ei(w*, Xy+X$)=F y*(x)
Par le the ore me d’unicite 4.11 sur Wy , on en de duit que F y*=F
uy
* . par
conse quent, on obtient:
F y, 1+ =F
uy, 1
+
Soit Y # a & Vy et soit y =exp iY .y. Comme Vy ve rifie la proprie te (i) du
lemme 4.4, l’espace hy est forme des X # hy tels que [X, Y]=0. Soit Yc # c
et Y1 # [h, h] tels que Y=Yc +Y1 . Soit U un voisinage ouvert de 0 dans
c tel que U +Yc /U. D’autre part, on fixe = >0 tel que pour toute racine
: de a l’on ait = +:(Y)<=. Quitte a re duire U et = , on peut supposer que
Vy , U , = ve rifient les proprie te s des lemmes pre ce dents. Il est e galement clair
que l’on a Vy +Y/Vy et donc Wy /Wy . De me^me que pre ce demment,
pour * # a*reg , le the ore me d’unicite et un simple calcul assurent que l’on a
F y*=F
y
*
sur Wy et donc, on en de duit que:
F y, 1+ =F
y , 1
+
sur Wy .
Montrons maintenant que l’on a F y, 1+ =F
z, 1
+ sur 0=Wy & Wz . Pour
# # 0 & Exp a, il existe W# /0 et 0 est recouvert par un nombre fini de tels
W# d’apre s la Proposition 4.9. Il suffit donc de prouver que pour tout
# # 0 & Exp a, l’on a F y, 1+ =F
z, 1
+ sur W# . On va montrer que F
y, 1
+ =F
#, 1
+
sur W# . le me^me raisonnement applique a F z, 1+ donnera le re sultat voulu.
Soit # # Exp a & Wy . Il existe alors u # WH (a) et Y # a tel que #=u exp
iY .y. Par ce qui pre ce de, on a sur W#
F #, 1+ =F
u exp iY .y, 1
+ =F
y, 1
+
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On peut donc de finir de manie re licite la fonction F(+)1 par
F(+)1Wy=F
y, 1
+
Comme les fonctions F y, 1+ ve rifient les proprie te s (i), (ii) et (iii) du
The ore me 4.1 sur chaque Wy et que F est fini, la fonction F(+)1 ve rifie ces
me^mes proprie te s sur X.
Notons C(+) l’ensemble des composantes connexes 1 de a*reg telles que
+ # 1 . On pose alors
F(+)=
1
|C(+)|
:
1 # C(+)
F(+)1
La fonction orbitale F(+) ve rifie les proprie te s du the ore me 4.1 ce qui
ache ve la de monstration de ce the ore me.
4.13. Remarque. Soit B # CarX. Soit x # G tel que x .aC =bC . Soit C
une composante connexe de BIn reg . Soit 7 un syste me positif de racines
imaginaires de bC . On peut alors e crire pour tout #=exp iX .z # C
(b7 F(+))(#)= :
w # WG(bC)
dz(w, +, C) ei(wx*, X)
Il existe alors une constante C>0 telle que pour tout + # 1 a*, pour tout
w # WG(bC ) et toute composante connexe C de BIn reg , l’on ait
|dz(w, +, C)|<C (V)
En effet, si z # Wb , avec les notations pre ce dentes, il existe y # F tel que
z # Wy, =, U . On peut donc e crire z=h exp iZ .y avec h # NH(b) et Z # b &
Vy, =, U (ceci se de montre comme le lemme 4.10). Ainsi pour montrer (V), on
peut supposer z= y # F et X # b & Vy, =, U .
On suppose tout d’abord que + est re gulier. Par de finition de F(+), on
a alors
(b7 F(+))(exp iX .y)= :
w # WHy(a)"WH(a)
ei(w+, Xy)9 hyw+(X )
D’autre part, si 1 est la composante connexe de a*reg contenant +, on
peut e crire 9 hyw+(X )=v # WG(bC) c(v, w1, C) e
i(vx .w+, X) ou c(v, w1, C) est
une constante. On obtient ainsi:
(b7 F(+))(exp iX .y)= :
w # WHy(a)"WH(a)
:
v # WG(bC)
ei(w+, Xy)c(v, w1, C) ei(vx .w+, X)
79INVERSION DES INTE GRALES ORBITALES
File: DISTIL 316329 . By:CV . Date:20:02:98 . Time:08:29 LOP8M. V8.B. Page 01:01
Codes: 3047 Signs: 1736 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
Lorsque + est dans l’adhe rence de 1, ceci co@ ncide avec l’expression
de b7F(+)1.
Maintenant, les ensembles a*reg et BIn reg ont un nombre fini de compo-
santes connexes. On obtient donc la majoration (V).
5. FONCTIONS ORBITALES PROPRES (CAS GE NE RAL)
The ore me 5.1. Soit a # Car(h). Soit * # 1*a, reg+aI*. Soit F # I(X)
ve rifiant les proprie te s suivantes:
(i) Pour tout z # Z(g), on a z .F=#a (z)(i*) F,
(ii) La fonction F est borne e sur Xreg ,
(iii) Soit B # Car(X) avec [B][A]. Alors, on a FBreg=0.
Alors la fonction F est nulle sur Xreg .
De monstration. La de monstration de ce the ore me est exactement la
me^me que celle du the ore me 4.11. K
5.2. Soit a # Car(h) et soit  un syste me positif de racines imaginaires
de aC dans g. Soit w # WH(a). On de finit la signature imaginaire =I (w) par:
=I (w)=(&1) | & &w
&1.|. La signature ainsi de finie ne de pend pas du choix
de .
D’autre part, pour tout a # Areg et pour tout w # WH(a), on a b(w&1.a)
==I (w) !\&w\(a)|!\&w\(a)| b(a).
The ore me 5.3. Soit a # Car(h). Soit y # Wa et * # 1 a* +aI*. Soit  un
syste me positif de racines imaginaires de aC dans g. Alors il existe une
fonction F(*, y, ) # I(X) ve rifiant les quatre proprie te s suivantes:
(i) pour tout z # Z(g), on a z .F(*, y, )=#a (z)(i*) F(*, y, ),
(ii) la fonction F(*, y, ) est borne e sur Xreg ,
(iii) pour tout B # Car(X) tel que [B]>[A], alors F(*, y, )Breg=0,
(iv) Soit x # Areg . Si x  exp ia WH (a) .y, alors F(*, y, )(x)=0. Si
x=exp iX .y alors on a
(bF(*, y, ))(x)=!\( y) :
w # W yH (a)
=I (w) ei(w*, X+Yw)
De plus, si * # 1*a, reg+aI*, alors la fonction F(*, y, ) est de termine e de
manie re unique par ces quatre proprie te s.
Remarque. L’expression de F(*, y, ) sur Areg donne e dans ce the ore me
diffe re de celle annonce e dans [H5] the ore me 3. Ceci provient du fait
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suivant: pour u # WH(a) tel que u .y # exp ia .y alors on n’a pas obliga-
toirement u # WHy(a) (l’e le ment Yu n’est pas force ment dans 1a ). Cette
erreur est corrige e ici. Le me^me type d’erreur est a corriger pour la fonction
ge ne ralise e sphe rique 3(*, y, ) de finie dans le the ore me 1 de [H5] (voir
[H6] paragraphe 2). Ces corrections n’influent pas sur les autres re sultats
de [H5] comme nous allons le voir ulte rieurement.
La suite de ce paragraphe consiste en la de monstration de ce the ore me.
On fixe donc une sous-alge bre de Cartan a de h que l’on de compose en
partie vectorielle et partie compacte a=aR+aI (voir 1.2). Soit M=ZG(aI)
et soit m son alge bre de Lie.
On a vu pre ce demment (voir paragraphe 3) que M est un groupe
re ductif complexe, _-stable de groupe de rive M1 simplement connexe. Soit
m1 l’alge bre de Lie de M1 et soit cm le centre de m. On a alors cm =
aIC+vC ou v est l’ensemble des X # aR tels que pour toute racine re elle :
de a l’on ait :(X )=0.
On pose M0=exp vCM1 et m0=m1+vC . Le groupe M0 est un groupe
re ductif complexe connexe, _-stable de groupe de rive M1 et aR est une
sous-alge bre de Cartan de ploye e de m0 . De plus, il est clair que l’on a
M=exp aICM0 .
On pose XM=MM & H et XM0=M0 M0 & H. On a alors XM=
exp iaI .XM0 .
Soit + # 1 a* et soit * # aI*. On note F(XM0 , +) la fonction orbitale sur
XM0 de finie par le the ore me 4.1.
Lemme 5.4. Soit X et Y deux e le ments de aI et x et y deux e le ments de
XM0 reg tels que exp iX .x=exp iY .y. Alors, on a e
i(*, X)F(XM0 , +)(x)=
ei(*, Y)F(XM0 , +)( y).
De monstration. On e crit x= p(exp iX$g) et y= p(exp iY $g$) avec X$ et
Y $ dans v et g et g$ dans M1 . La relation exp iX .x=exp iY .y implique
qu’il existe h # M & H tel que g&1g$h soit central dans M et donc .(g&1g$)
est central dans M1 . Il existe donc Z # aR tel que, pour tout : # 2(m1 , aC ),
l’on ait :(Z) # Z et g&1g$=exp i? Z modulo M1 & H.
On obtient ainsi exp iY .y=exp i(Y+Y $+?Z&X$) .x=exp iX .x. par
conse quent, on a Y+Y $+?Z&X&X$ # 1a .
Pour prouver le lemme, il suffit donc de de montrer l’assertion suivante:
5.5. Soit (Y, Y $, Z) # aI_v_aR tels que exp 2iZ soit central dans M1 et
Y+Y $+Z # 1a . Alors, pour tout x # XM0 , reg , on a
ei(w*, Y)F(XM0 , +)(exp i(Y $+Z) .x)=F(XM0 , +)(x)
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La fonction qui a x associe F(XM0 , +)(exp i(Y $+Z) .x) est clairement
une fonction orbitale sur XM0 propre pour les ope rateurs de Z(m0) pour le
caracte re z  #a (z)(i+).
On suppose tout d’abord que + # 1*a reg . Pour de montrer 5.5, par le
the ore me d’unicite 4.11, il suffit de prouver l’e galite pour x # (Exp aR)reg .
Soit x=Exp X. On a alors
ei(*, Y)F(XM0, +)(exp i(Y $+Z) .x)=e
i(*, Y) :
w # WM0 & H (aR)
ei(w+, Y $+Z+X)
Comme Y+Y $+Z # 1a , on obtient ei(w+, Y $+Z+X)ei(*, Y)=ei(w(*++), X)=
ei(w+, X). Par conse quent, on a bien ei(w*, Y)F(XM0 , +)(exp i(Y $+Z) .x)=
F(XM0 , +)(x).
Maintenant si + ne ve rifie pas de condition de re gularite , il est facile
d’obtenir la relation 5.5 vu la construction de F(XM0 , +).
On obtient donc le lemme. K
Soit * # aI* et + # 1 a*. Pour X # aI et x # XM0 , on pose
5.6. F(XM , *++)(exp iX .x)=ei(*, X)F(XM0 , +)(x)
Lemme 5.7. On a F(XM , *++) # I(XM) et pour tout z # Z(m), on a
z .F(XM , *++)=#a (z)(i(*++)) F(XM , *++).
Les assertions de ce lemme sont imme diates.
Soit * # 1 a* +aI*. Soit y # Wa . Soit Gy=ZG(.( y)) et Xy=GyHy . On
fixe un syste me positif  de racines imaginaires de aC dans g. L’ensemble
y forme des : #  telles que !:( y)=1 est alors un syste me positif de
racines imaginaires de aC dans gy . On note comme pre ce demment m=Zg (aI).
Soit X0 # aI tel que m=Zg (X0) et si : #  alors i:(X0)>0. On note
u= :
: # 2(gy , aC); i:(X0)>0
g:
et
v= :
: # 2(g, aC)&2(gy , aC); i:(X0)>0
g:
On pose
F(Xy , *, eHy , y)=P
Xy
XM , u
F(XM , *)
(ou PXy
XM , u
est de fini dans la proposition 3.3)
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C’est une fonction orbitale propre sur Xy . On note, pour x # Xy ,
F(Xy , *, y, y)(x)=F(Xy , *, eHy , y)(x .y)
et
F(*, y, )=!\( y) P
X
Xy , v
F(Xy , *, y, y)
(ou PXXy , v est de fini dans le Lemme 3.4)
The ore me 5.8. On a F(*, y, ) # I(X). La fonction F(*, y, ) ve rifie
les quatre proprie te s suivantes:
(i) pour tout z # Z(g), on a z .F(*, y, )=#a (z)(i*) F(*, y, ),
(ii) la fonction F(*, y, ) est borne e,
(iii) si [B] [A] alors F(*, y, )Breg=0,
(iv) soit x # Areg . Si x  exp iaWH(a) .y alors F(*, y, )(x)=0.
Si x=exp iX .y alors
[bF(*, y, )](x)=!\( y) :
w # W yH (a)
=I (w) ei(w*, X+Yw)
Elle ne de pend pas du choix de u et de v et elle de pend analytiquement de
la variable de aI*. De plus, si pour tout : # 2R(g, aC ) on a *(H:){0 alors
la fonction F(*, y, ) est uniquement de termine e par ces quatre proprie te s.
(v) Pour tout h # WH(a), on a
F(h .*, y, )==I (h) F(*, h&1.y, )
De monstration. Les proprie te s (i) et (ii) de coulent directement du
the ore me 4.1 et de la construction de la fonction F(*, y, ). D’apre s 5.6, le
lemme 3.3 et le corollaire 3.4, il est clair qu’elle de pend analytiquement de
la variable de aI*.
Il reste donc a prouver les assertions (iii), (iv) et (v).
On conside re tout d’abord la fonction F=F(Xy , *, eHy , y). Soit
x # Xy reg et soit B l’unique sous-ensemble de Cartan de Xy contenant x.
Soit b la sous-alge bre de Cartan de hy associe e a B. Par l’induction, il
est clair que F(x){0 si et seulement si il existe h # Hy tel que h .b #
Car(m & hy). Ceci est e quivalent a dire que [B][A]. Maintenant pour
x # Areg , on a F(x){0 si et seulement si il existe h # NHy(a) tel que
h .x # Exp a. Donc si x  Exp a alors F(x)=0.
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Si x=Exp X # Exp a, on a alors
[by F](x)=by(x) :
w # WM & Hy(a)"WHy(a)
F(XM , *)(Exp wX ) du (Exp wX )
Par le choix de u, on a du (Exp wX )=by(Exp wX )==I (w) by(Exp X). On
obtient donc:
[by F](x)= :
w # wM & Hy(a)"WHy(a)
=I (w) :
v # WM & Hy(a)
ei(v*, wX)
= :
w # WHy(a)
=I (w) ei(w*, X)
Soit x # Areg . Par ce qui pre ce de, la fonction F(Xy , *, eHy , )Areg ne vit
que sur (Exp a)reg et donc la fonction F(Xy , *, y, y)Areg ne vit que sur
(exp ia .y)reg . D’autre part, par ce qui pre ce de, la fonction F(Xy , *, y, y)
est nulle sur les Breg pour B # Car(Xy) et [B] [A]. Maintenant, par
de finition de PXXy , vF(Xy , *, y, y), si F(*, y, )(x){0 alors il existe
h # NXyH (x) tel que F(Xy , *, y, y)(h .x){0. On a donc h .a # Car(hy) et il
existe u # Hy tel que uh .aR /aR . Pour une raison de dimension, on en
de duit que uh .aR=aR et donc h .a et a sont Hy-conjugue es. On peut donc
supposer que h # WH (a). Dans ce cas F(Xy , *, y, y)(h .x){0 implique que
h .x # exp ia .y ou encore x # WH (a) exp ia .y. On obtient donc la premie re
partie de (iv).
Soit maintenant X # a tel que x=exp iX .y. Soit h # WH (a). On a h .x #
exp ia .y si et seulement si h # W yH(a).
Finalement, on a donc
(bF(*, y, ))(x)
=b(x) !\( y) :
h # WHy (a)"W
y
H(a)
F(Xy , *, y, y)(h .x) dv (h .x)
=b(x) !\( y) :
h # WHy (a)"W
y
H(a)
F(Xy , *, eH, y)(Exp(h .X+Yh)) dv (h .x)
Or, pour tout Z # a on a dv (exp iZ .y)=b&y(exp iZ .y) et by(exp iZ .y)
=by(Exp Z). Comme b(h .x)==I (h) b(x), on obtient donc
[bF(*, y, )](x)
=!\( y) :
h # WHy (a)"W
y
H(a)
=I (h)[by F(Xy , *, eHy , y)](Exp(h .X+Yh))
L’expression de [by F(Xy , *, eHy , y)](Exp(h .X+Yh)) donne e ci-dessus
prouve la deuxie me partie de l’assertion (iv).
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Par la construction de F(*, y, ) lorsque * ne ve rifie aucune condition de
re gularite , il suffit de prouver l’assertion (v) et l’inde pendance de F(*, y, )
par rapport a u et v pour * # 1*a reg+aI*.
Maintenant, le The ore me d’unicite 5.1 et l’expression de F(*, y, ) sur
Areg permettent d’obtenir facilement les deux re sultats voulus. K
5.9. Remarque. Soit B # CarX tel que [B][A]. Soit x # G tel que
x .aC =bC . Soit C une composante connexe de BIn reg . Soit 7 un syste me
positif de racines imaginaires de bC . On peut alors e crire pour tout #=
exp iX .z # C
(b7 F(*, y, ))(#)= :
w # WG(bC)
dz(w, *, C) ei(wx*, X)
Maintenant, par de finition on a
F(*, y, )(#)= :
h # Hy"NH
Xy (#)
:
v # M & H"N
Hy
XM ((h .#) .y)
F(XM , *)(v((h .#) .y))
_du(v((h .#) .y)) dv((h .#) .y)
Comme les ensembles Hy "N
Xy
H (#) et M & H"N
XM
Hy
((h .#) .y) sont finis et
ne de pendent que de la composante connexe de B contenant #, on de duit
de la de finition de F(XM , *) (voir 5.6) et de la Remarque 4.13 qu’il existe
une constante C>0 telle que pour tout * # 1 a* +aI* , pour tout w # WG(bC )
et toute composante connexe C de BIn reg on a |d(w, *, C)|<C.
6. INVERSION DES INTE GRALES ORBITALES
Nous rappelons tout d’abord les re sultats de [H6] concernant les fonc-
tions ge ne ralise es sphe riques sur X. On rappelle qu’une fonction ge ne ralise e
sphe rique sur X est une fonction ge ne ralise e H-invariante sur X solution
propre des ope rateurs diffe rentiels de Z(g). Ce sont des fonctions locale-
ment inte grables sur X et analytiques sur Xreg ([Sa1] Thm 4.3).
Soit a # Car(h). On e crit a=aR+aI comme en 1.2 et on note L=ZG(aR).
Soit XL=LL & H. On fixe * # 1 a* +a*I-reg et y # Wa . Soit  un syste me
positif de racines imaginaires de aC dans g. A ces donne es, on peut associer
une fonction ge ne ralise e sphe rique 3(*, y, ) qui ve rifie les proprie te s suivantes
([H6] The ore me 6.1):
6.1. (i) pour tout z # Z(g), on a z .3(*, y, )=#a (z)(i*) 3(*, y, ),
(ii) si [B] [A] alors 3(*, y, )Breg=0,
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(iii) Soit a # Areg . Si a  exp iaWH(a) .y alors 3(*, y, )(a)=0 et si
a=exp iX .y alors
3(*, y, )(a)=
w # W yH(a) =I (w) e
i(w*, X+Yw)
|DX (a)| 12 !\( y) b(a)
(iv) Soit *0 # 1 a*. Soit y l’ensemble des : #  telles que !:( y)=1.
Alors la fonction *  >: # y (1&e
&i?*(H:)) 3(*+*0 , y, ) se prolonge
analytiquement a aI* ,
(v) pour tout u # WL & H(a) on a 3(u .*, y, )==I (u) 3(*, u&1y, ),
(vi) si 2Y # 1a alors 3(*, exp iY .y, )=ei(*, Y)3(*, y, ).
La construction de 3(*, y, ) est obtenue par induction ([H3]
paragraphe 2):
3(*, y, )=indXXL 3(XL , *, y, )
ou 3(XL , *, y, ) est l’unique fonction ge ne ralise e sur XL ve rifiant les
proprie te s de (i) et (iii) sur XL ([H6] the ore me 2.2).
D’autre part, par la remarque 5.9, on peut appliquer les the ore mes 6.1 et
6.2 de [H6]. On a alors les proprie te s suivantes:
6.2. Pour tout *0 # 1 a* et pour tout x # Xreg , la fonction qui a * associe
w # WLy(a) F(w(*0+*), y, )(x) 3(&w(*0+*), y, ) est analytique sur aI*.
6.3. La fonction |DX | 12 3(*, y, ) est borne e sur Xreg .
Soit B # Car(X) et soit x # Breg et soit U un voisinage compact de x dans
B. Soit u # S(bC ). Alors, pour toute densite a support compact + et pour
tout entier positif k>0, il existe C>0 telle que, pour tout # # Ureg , l’on ait
} :w # WLy(a) (u) F(w*, y, )(#)(3(&w*, y, ), +) }<
C
(1+&*&)k
Normalisation des Mesures. Soit dX une mesure de Lebesgue sur h. Soit
dx la mesure invariante sur X tangente a dX. Soit d* la mesure sur h*
duale de dX. Pour a # Car(h), on pose r=[a, h]. Soit drX la mesure de
Lebesgue sur r de finie par la forme de Killing et soit da X la mesure de
Lebesgue sur a telle que dX=da X7 drX.
Soit dr* la mesure duale de drX. On choisit dI * et dR* des mesures de
Lebesgue respectivement sur aI* et a*R telles que l’on ait d*=dI* 7 dR * 7
dr*. On note vol(1a ) le volume de 1a relatif a dR *. On confond, une fois
ces choix faits, fonctions ge ne ralise es et distributions sur X. Soit a # Car(h).
Pour * # 1 a* +aI*, y # Wa et un syste me positif  de racines imaginaires
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de aC , on pose %(*, y, )=|DX | 12 3(*, y, ). Par le the ore me 2.2, c’est un
e le ment de I(X)$.
On a alors la formule d’inversion suivante: soit a1 un domaine fondamental
de 1a dans a. Alors, pour tout f # D(a1), on a
:
+ # 1 a*
|
aI*
e&i(++*, X) |
a1
ei(++*, Y)f (Y ) daY dI*=vol(1a ) f (X )
On de finit la mesure da sur A par
|
A
f (a) da= :
y # Wa
|
a1
f (exp iX .y) daX
Notations. Pour simplifier les notations, nous adopterons dans toute la
suite de ce paragraphe les conventions suivantes: soit A # Car(X) associe a
a # Car(h). On pose A 0=1 a* +aI* et A =A 0_Wa . Pour !=(*, y) # A , on
dit que ! # A I-reg si * # 1 a* +a*I-reg et ! # A R-reg si * # 1*a reg+aI*.
On note !*=(&*, y). Le groupe de Weyl WG(a) agit sur A de la
manie re suivante: pour w # WG(a), on pose w .!=(w .*, y).
On de finit la mesure d0* sur A 0 en posant
|
A 0
F(*) d0 *=
1
vol(1a )
:
+ # 1a*
|
* # aI*
F(++*) dI*
et on de finit la mesure d! sur A en posant
|
A
F(!) d!=|
A 0
:
y # Wa
F(*, y) d0*
Proposition 6.4. Soit 8 # I(X). On a alors:
(i) pour tout x # Xreg , l ’inte grale
|
A
:
w # Wa
&1
F(w .!, )(x)(%(w .!*, ), 8) d!
est convergente et ne de pend pas du choix de . On la note F [A]8 ,
(ii) F [A]8 # I(X)
 et pour tout z # Z(g), on a
z .F [A]8 =|
A 0
#a (z)(i*) :
w # Wa
&1
:
y # Wa
F(w .*, y, )(%(&w .*, y, ), 8) d0*
Dans toute la suite de ce paragraphe, on fixe un syste me positif  de
racines imaginaires de aC et on pose, pour ! # A , F!=F(!, ) et %!=%(!, ).
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De monstration. D’apre s ([Sh] the ore me 2.1), on a WH(a)"WG(a)=
WL & H(a)"WL(a). D’autre part, d’apre s le the ore me 5.8(v) et la proprie te (v)
de 6.1, pour tout v # WL & H(a) et pour tout * # 1 a* +a*I-reg , on a
F(v*, y, ) %(&v*, y, )=F(*, v&1y, ) %(&*, v&1y, )
On obtient ainsi
|WL & H(a)| :
w # WL & H (a)"WL(a)
:
y # Wa
F(w*, y, )(%(&w*, y, ), 8)
= :
w # WL(a)
:
y # Wa
F(w*, y, )(%(&w*, y, ), 8)
= :
y # Wa
:
w # WLy(a)"WL(a)
:
v # WLy(a)
F(vw*, y, )(%(&vw*, y, ), 8)
Maintenant, il est clair que la proprie te 6.3 assure la convergence de
l’inte grale donne e en (i).
Soit B # Car(X) et soit U un compact de Breg . Toujours d’apre s la
proprie te 6.3, on a imme diatement que F [A]8 ve rifie la proprie te I1(X).
D’autre part, on peut appliquer le the ore me convergence domine sur
l’inte rieur de U. On obtient ainsi que pour tout u # S(bC ), on a
(u) . (F [A]8 )Breg
=|
A 0
:
w # Wa
&1
:
y # Wa
(u) .F(w .*, y, )Breg (%(&w .*, y, ), 8) d0*
Le the ore me de convergence domine e assure alors que F [A]8 ve rifie I2(X) et
I3(X) et donc F [A]8 # I(X)
.
D’autre part, il est clair que pour v # WL(aC ), on a F(*, y, v)==(v)
F(*, y, ) et %(*, y, v)==(v) %(*, y, ). On obtient donc que F [A]8 est
inde pendante du choix de . K
Nous allons maintenant e tudier la croissance des fonctions F [A]8 .
6.5. Pour x un e le ment semi-simple de X, on de finit |x| de la manie re
suivante: soit A un sous-ensemble de Cartan de X contenant x associe a la
sous-alge bre de Cartan a. On peut e crire x=exp i(XI+XR) .y avec XI # aI ,
XR # aR et y # Wa . On pose alors |x| A=&XI&.
Montrons que |x|A ne de pend pas du choix de A. Soit : une racine re elle
de a et soit X: et X&: respectivement dans g: & h et g&: & h tels que
[X: , X&:]=H: . Soit a(:)=R(X:&X&:)+Ker :. C’est une sous-alge bre
de Cartan de h. Soit A(:) le sous-ensemble de Cartan associe a a(:).
D’apre s ([H2] proposition 3.9), A & A(:) est forme des exp iX .y et
exp iX .y$ ou X parcourt Ker :, y parcourt Wa et .( y$)=.( y) exp i?H: . Si
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x=exp iX .y avec X # Ker :, il est clair que |x|A=|x|A: . Maintenant, si
x=exp iX .y$ avec X # Ker :, alors on a la de composition suivante dans
A: x=exp i(X+?H:2) .y. Or il est clair que (X+?H:2)I=XI . On en
de duit donc que l’on a |x|A=|x|A: .
Pour x # X, on pose |x|=|xs | ou xs est la partie semi-simple de x.
Il est clair que l’application x  |x| est H-invariante. Montrons que cette
application est continue. Il suffit de prouver qu’elle est continue en tout
point semi-simple de X. On fixe donc x # X semi-simple. Soit =>0 et soit
U un voisinage ouvert de 0 dans c. On note V0x, U, = l’ensemble des X #
(U+[h, h]) & hx tels que, pour toute valeur propre * de adX (conside re comme
endomorphisme de h), l’on ait |*|<=. Soit Xx, U, = h # H h exp iV0x, u, = . x.
D’apre s ([H1] lemme 2.9), pour = et U suffisamment petit, l’ensemble
Xx, U, = est un voisinage ouvert de x et l’application de H_V0x, U, = dans
Xx, U, = , qui a (h, X ) associe h exp iX .x est surjective et submersive en tout
point.
Maintenant, si y # Xx, U, = de partie semi-simple ys , alors on a | y|=| ys |
et ys # Xx, U, = . Soit B # Car(X) tel que ys # B. On peut donc e crire ys=
h exp(iX ) .x avec h # H et X # b & V0x, U, = . On a alors | ys |=&XI &+|x|.
Pour tout ’>0, on peut choisir U et = de telle sorte que pour tout
Y # V0x, U, = , l’on ait &YI&<’. Dans ce cas, on a &y|&|x&<’ ce qui assure
la continuite de | . | au point x.
6.6. Soit A # Car(X). Pour U=A ou U=Areg , on note S(U ) (espace
de Schwartz de U ) l’espace des fonctions 8 de classe C sur U ve rifiant la
condition de croissance suivante:
pour tout u # S(aC ) et pour tout r>0, il existe une constante C>0 telle
que, pour tout x # U, l’on ait
(1+|x| )r |(u) 8(x)|<C
On munit S(U ) de la topologie de finie par les semi-normes
pu, r(8)= sup
x # U
(1+|x| )r |(u) 8(x)|
L’espace S(U ) est alors un espace de Fre chet.
On note S(aI*) l’espace de Schwartz des fonctions a de croissance rapide
sur aI* et S(1 a*) l’espace de fonctions F sur 1 a* telles que, pour tout r # N,
la somme + # 1a* (1+&+&)
r |F(+)| soit finie.
Pour 8 # S(A), on note 8 la fonction de finie sur 1 a* +aI* par
8 (*)= :
y # Wa
|
a1
ei(*, X)8(exp iX .y) daX.
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Soit S(A ) l’espace des 8 pour 8 # S(A). L’espace S(A ) est alors forme
des fonctions  de 1 a* +aI* dans C qui ve rifie les conditions suivantes:
(i) pour tout + # 1 a* , la fonction *  9(++*) appartient a S(aI*),
(ii) pour tout u et v dans S(a*IC) et pour tout r>0, il existe une
constante strictement positive C telle que
sup
*I # aI*
:
*R # 1 a*
(1+&*R&)r |v(*I) (u) 9(*R+*I)|<C
On munit S(A ) de la topologie de finie par les semi-normes
pu, v, r(9)= sup
*I # aI
*
:
*R # 1 a
*
(1+&*R&)r |v(*I) (u) 9(*R+*I)|
C’est un espace Fre chet.
Lemme 6.7. On suppose que h admet une sous-alge bre de Cartan de ploye e a.
Soit + # 1 a* et soit F(+)=F(+, eH, <) la fonction orbitale construite dans le
Paragraphe 4. Soit B # CarX. Alors, pour tout r # N et pour tout u # S(bC ),
il existe une constante C>0 et un entier positif k tels que, pour tout + # 1*a reg
et pour tout x # Breg , l ’on sait
|(1+|x| )r| |(u) F(+)(x)|<C(1+&+&)k
De monstration. On reprend les notations du paragraphe 4. D’apre s la
proposition 4.9, il existe un ensemble fini F de A et pour chaque y # F, un
voisinage ouvert H-invariant Wy, =, U de y dans X tels que
X= .
y # F
Wy, =, U
On va prouver le lemme sur chaque Wy, =, U .
Soit y # F et soit z=gy . Soit x # (Wy, =, U)reg . On e crit x=h exp iX .y
avec h # H et X # h tel que pour toute valeur propre * de ad X l’on ait
|Re(*)|<=.
On fixe Xy # a tel que y=Exp Xy . Par de finition, on a
F(+)(x)= :
w # WHy(a)"WH (a)
ei(w+, Xy)9 hyw+ (X )
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Il faut donc prouver que, pour tout b # Car(hy), pour tout u # S(bC ) et
pour tout r>0, il existe une constante C>0 et un entier positif k tels que,
pour tout X # Vy, =, U & b et pour tout + # 1*a reg , l’on ait
(1+&XI&)r |(u) 9
hy
+ (X )|<C(1+&+&)
k (V)
Soit b # Car(hy). On note L=ZGy(bR) d’alge bre de Lie l. Soit X # breg et
u # S(bC ). On note N
Ly
Hy
(a) l’ensemble des h # Hy tels que h .a # Car(ly & h).
Par de finition de 9 hy+ et d’apre s le lemme 4.2.1 de [B1], on a pour x # breg
9 hy+ (X)=; Hy .X (+) |det(ad +)hy*a* |
12
= :
h # Ly & H"N
Ly
Hy
(a)
; (L & H)y .X (h .+) |det(ad h .+) (l & h)y*a* |
12
Comme b est une sous-alge bre de Cartan de type compact de ly & h,
on se rame ne au cas ou h admet une sous-alge bre de Cartan de type
compact t. D’autre part, par les proprie te s de ; H .X (voir par exemple [H4]
5.8(ii)), on peut supposer h semi-simple.
Soit x # G tel que x . t=ia. Soit C une composante connexe de a*reg et soit
F une composante connexe de treg . Pour tout w # WG(aC ), il existe des
constantes d(w, C, F, x) telles que pour tout + # C et pour tout X # F, l’on
ait
; H .X (+) |det(ad +) h*a* | 12= :
w # WG (aC)
d(w, C, F, x) ei(wx .X, +)
et donc
(u) 9 h+ (X)= :
w # WG (aC)
u(ix&1w&1+) d(w, C, F, x) ei(wx .X, +) (VV)
Soit (:1 , ..., :n) la base de a* de finie par C. La chambre C est alors
l’ensemble des * # a* tels que, pour tout j # [1, ..., n], l’on ait *(H:j)>0.
Soit |1 , ..., |n la base duale de H:1 , ..., H:n . Soit + # 1*a reg & C. On peut
donc e crire +=2 nj=1 nj |j ou les nj sont des entiers strictement positifs.
En particulier, pour tout j # [1, ..., n], on a nj1.
Maintenant, comme la distribution ; H .X est tempe re e, si d(w, C, F, x){0
alors, pour tout X # F et pour tout + # C, on a i(wx .X, +) 0 et donc
dans ce cas on a iwx .X=nj=1 xjH:j avec xj0 pour j=1, ..., n et les xj
sont non tous nuls. On obtient ainsi:
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si d(w, C, F, x){0 alors pour tout + # C & 1 a* et pour tout X # F, on a
ei(wx .X, +)e
n
j=1 xj
L’expression (VV) permet alors d’obtenir le re sultat voulu. K
Lemme 6.8. Soit A # Car(X). Soit 9 # S(A ) et soit y # Wa .
(i) pour tout x # Areg , l ’inte grale A 0 F(*, y)(x) 9(*) d0* converge.
On la note F [A]9 (x).
On a F [A]9 # I(X)
 et l ’application qui a 9 associe F [A]9 est continue de
S(A ) dans I(X),
(ii) Pour tout B # Car(X), on a F [A]9Breg # S(Breg).
De monstration. On reprend les notations du paragraphe 3 et plus pre cise -
ment celles de 3.5. On note M le centralisateur de aI dans G. Soit x # Xreg .
On a F(*, y)(x)=(PX, yXM F(XM , *))(x). Par de finition du prolongement
PX, yXM , pour avoir le re sultat voulu, il suffit de prouver que, pour tout
x # XM, reg l’inte grale A 0 F(XM , *)(x) 9(*) d0* converge.
On e crit XM=exp iaI .XM0 comme dans le paragraphe 3. Pour x=
exp iX .x0 avec X # aI et x0 # XM0 reg et *=*I+*R # aI*+1 a* , on a donc
F(XM , *)(x)=ei(*I , X)F(XM0 , *R)(x0). D’apre s le Lemme 6.7, pour tout
r>0, il existe une constante C>0 telle que pour tout *R # 1*a reg et pour
tout x0 # XM0 reg , l’on ait
(1+|x0 | )r | F (XM0 , *R)(x0)|<C
Comme 9 # S(A ), on obtient la convergence de l’inte grale A 0 F(XM , *)(x)
9(*) d0*.
Par la relation de croissance pre ce demment obtenue, on peut appliquer
le the ore me de convergence domine e et obtenir ainsi F [A]9 # I(X)
. La
continuite de 9  F [A]9 est imme diate.
Soit maintenant B # Car(XM) et u # S(bC ). Pour x # Breg , on e crit x=
exp iX .x0 # exp iaI .XM0 . L’inte grale (u) A 0 F(XM , *)(x) 9(*) d0* est
somme d’expression du type A 0 P(i*I) e
i(*I , X)(v) F(XM0 , *R)(x0) 9(*) d0*
ou P # S(aI*) et v # S(bC ).
D’apre s le lemme 6.7, pour tout r>0, il existe une constante C>0 et un
entier k>0 tels que, pour tout x0 # Breg et pour tout *R # 1*a reg , l’on ait:
|(1+|x0 | )r| (v) F(XM0 , *R)(x0)<C(1+&*R&)
k
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Comme 9 # S(A ), on en de duit que, pour tout r>0 et pour tout u # S(bC ),
il existe une constante C$>0 telle que, pour tout x # Breg l’on ait
}(1+|x| )r (u) |A 0 F(XM , *)(x) 9(*) d0* }<C$
On obtient ainsi l’assertion (ii). K
Lemme 6.9. On suppose que h admet une sous-alge bre de Cartan de type
compact t. Soit T le sous-ensemble de Cartan de X associe a t. Soit A # Car(X)
associe a a # Car(h). On suppose que aI /t. Soit M=ZG(aI).
Soit ResXM, z
X
la transpose e de l ’application de prolongement PX, zXM de finie
dans le paragraphe 3.
Alors, pour tout (*, y) # T I-reg et pour tout z # Wa , la distribution
ResXM , z
X
%(*, y, ) est une combinaison line aire finie des distributions
%(XM , w*, t, ) de finies sur Xm ou w # WG (t) et t # Wt .
De monstration. On note #g, m l’injection de Z(g) dans Z(m) et #m, t
l’isomorphisme d’Harish-Chandra de Z(m) dans S(tC )WM(t). Pour tout
z # Z(g), on a alors #g, m(z) .Res
XM , z
X
%(*, y, )=ResXM, z
X
z .%(*, y, )=
#t(z)(i*) Res
XM, z
X
%(*, y, ). Par un argument classique (voir les de monstra-
tions des lemmes I7.14 et I7.17 de [V]), la distribution ResXM, z
X
%(*, y, )
est donc somme de distributions propres pour les caracte res z 
#m, t(z)(iw*) ou w # WG(t). Comme aI /t, l’alge bre t est une sous-alge bre
de Cartan compacte de m & h. En utilisant la base de distributions sphe riques
sur XM pour de tels caracte res ([H6] corollaire 2.3), on obtient le re sultat
voulu. K
Lemme 6.10. Soit A et B dans Car(X) tels que aR /bR . Soit !=(*, y) # B .
On note L=ZG(aR) et XL=LL & H. On rappelle que l ’application de
restriction RXL
X
de fonctions orbitales est de finie au paragraphe 3.
Soit F(XL , *, y, ) la fonction orbitale ve rifiant les proprie te s du
the ore me 5.3 sur XL . Alors, on a
RXL
X
F!= :
w # W yH (b)W
y
(L & H) (b)
=I (w) F(XL , w&1.!)
De monstration. On suppose tout d’abord que * # 1*b reg+bI*. On note
F=RXL
X
F! . Soit #g, l l’injection canonique de Z(g) dans Z(l). Pour tout
u # Z(g), on a #g, l(u) .F=#b (u)(i*)F. Comme dans le lemme pre ce dent, on
obtient que F est somme de fonctions orbitales propres pour les caracte res
z  #l, b(iw*) pour w # WG(b). Par le the ore me d’unicite , il suffit donc de
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prouver l’e galite des deux fonctions orbitales conside re es sur Breg . Ceci
s’obtient par simple calcul. La construction de F! pour ! ne ve rifiant
aucune condition de re gularite (voir paragraphe 4) permet d’obtenir ce
re sultat pour tout !. K
Lemme 6.11. On suppose que h admet une sous-alge bre de Cartan
de ploye e a. Soit A le sous-ensemble de Cartan de X associe a a. Soit B # Car(X)
et soit ! # B I-reg . Alors pour tout 9 # S(A ), l ’inte grale X %!(x) F
[A]
9 (x) dx
est convergente. On la note (%! , F [A]9 ) .
Si B  [A] on a alors (%! , F [A]9 )=0.
De monstration. D’apre s la proprie te 6.3, la fonction %!Xreg est borne e.
De plus, d’apre s le lemme 6.7, pour tout r>0, il existe une constante Cr>0
et un entier k>0 tels que, pour tout x # Xreg et pour tout + # 1*a reg , l’on
ait
|%!(x) F(+)(x)|
Cr(1+&+&)k
(1+|x| )r
On obtient donc que l’inte grale X %!(x) F(+)(x) dx est convergente, on
la note (%! , F(+)) . D’autre part, comme  # S(A ), l’inte grale X %!(x)
F [A]9 (x) dx converge et vaut + # 1 a* (%! , F(+)) 9(+) (en utilisant le
The ore me de Fubini).
Nous allons prouver que, pour tout + # 1 a*, pour tout ! # B I-reg , on a
(%! , F(+)) =0.
On note u t u l’anti-automorphisme principal de Z(g). Soit z # Z(g).
Soit !=(*, y) # B I-reg . On a F [A]9 # I(X)
 et bien que F [A]9  I(X), comme
|DX |&12 %! est une distribution sphe rique, on a tout de me^me
(z .%! , F [A]9 )=(%! ,
tz .F [A]9 )
On obtient ainsi
:
+ # 1 a
*
(%! , F(+))(#b (z)(i*)&#a ( tz)(i+)) 9(+)=0
Ceci e tant valable pour tout 9 # S(A ), on obtient que pour tout + # 1 a* ,
pour tout ! # B I-reg et pour tout z # Z(g), on a
(%! , F(+))(#b (z)(i*)&#a ( tz)(i+))=0
Maintenant, les caracte res z  #b (z)(i*) et z  #a ( tz)(i+) de Z(g) ne
co@ ncident que pour un nombre fini de valeurs de * ([Bou2] chapitre 8,
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paragraphe 8, 5 corollaire 1). On obtient donc que (%! , F(+))=0 presque
partout. Il est facile de voir que cette e galite est valable pour tout + # 1 a*
et pour tout ! # B I-reg . K
Lemme 6.12. On suppose que a est une sous-alge bre de Cartan de type
de ploye de h, c’est-a -dire que aI est central dans h. Soit B # Car(X) et
! # B I-reg . Alors, pour tout 9 # S(A ), l ’inte grale (%! , F [A]9 )=X %!(x)
F [A]9 (x) dx est convergente. Si B  [A] alors on a (%! , F
[A]
9 )=0.
De monstration. Soit G1 le groupe de rive de G et G0=exp(aR)C G1 .
On pose X0=G0 G0 & H. Par hypothe se sur h, on peut e crire X=
exp iaI .X0 . Soit +=+0++1 # 1 a* +aI*. Pour x=exp iX .x # X, on a alors
(par construction) F(+0++1)(x)=ei(+1 , X)F(X0 , +0)(x0).
On note !=(*, y) et on e crit *=*1+*0 avec *1 # bI* et *0 # 1 b*. On a
alors %(*, y)(exp iX .x0)=ei(*I , X)%(X0 , *0 , y)(x0). Pour 90 # S(1 a*), on
note F [A], X090 =+0 # 1 a* F(X0 , +0) 90(+0). Par conse quent, pour tout 9=
90 91 # S(1 a*)S(aI*), on a F [A]90 91 (exp iX .x0)=F
[A], X0
90
(x0) 9 1(X )
ou 9 1 de signe la transforme e de Fourier de 91 .
On obtient ainsi que X %(*, y)(x) F
[A]
 (x) dx est convergente et vaut
(%(X0 , *0 , y), F
[A], X0
90
) 91(&*1). De plus, par lemme pre ce dent, si
[B]{[A], on a (%(*, y), F [A]9 ) =0. Comme S(1 a*)S(aI*) est dense
dans S(A ) et l’application 9  F [A]9 est continue, on obtient le re sultat
voulu. K
Proposition 6.13. Soit A et B dans Car(X). Soit ! # A I-reg , z # Wb et
9 # S(B ). Alors l ’inte grale X %!(x) F
[B]
9 (x) dx existe. On la note (%! , F
[B]
9 ).
Si [A]{[B], alors pour tout ! # A I-reg , on a (%! , F [B]9 ) =0.
De monstration. Soit C # Car(X) et x # Creg . On a %!(x)=0 si [C] [A]
et F [B]9 (x)=0 si [C] [B]. Donc, si [A] [B] alors pour tout x # Xreg ,
on a %!(x) F [B]9 (x)=0 et le lemme est imme diat.
On suppose donc que [A][B]. Dans ce cas, l’inte grale X %!(x)
F [B]9 (x) dx converge puisque %! est borne e sur Xreg (proprie te 6.3) et pour
tout C # Car(X), on a F [B]9Creg # S(Creg) (Lemme 6.8 (ii)).
On note !=(*, y). Par de finition, on a %!=ind XXL %(XL , *, y, ) ou
L=ZG(aR) et XL=LL & H. Maintenant, en utilisant l’expression de %!
sur chaque sous-ensemble de Cartan de X ([H3] corollaire 2.4) et la
formule d’inte gration de Weyl, on obtient que (de monstration du me^me
type que celle de [H3] Corollaire 2.4), bien que F [B]9 ne soit pas
dans I(X), on a
(%! , F [B]9 ) =(%(XL , *, y, ), R
XL
X
F [B]9 )
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Or, on a RXL
X
F [B]9 =B R
XL
X
F’ 9(’) d’. En utilisant le lemme 6.10, on se
rame ne a de montrer la proposition lorsque la sous-alge bre de Cartan a est
de type compact. C’est ce que l’on supposera dans la suite.
Avec les notations utilise es pre ce demment, on a F(+, z)=PX, z
XM
F(XM , +).
On note alors F [B], XM9 =B 0 F(XM , +) 9(+) d0+ et il suffit donc de prouver
que, si [A]{[B], alors pour tout ! # A I-reg , on a (%! , P
X, z
XM
F [B], XM9 )=0.
De me^me que pre ce demment, en utilisant la formule d’inte gration de
Weyl et la de finition de PX, zXM , on obtient que (%! , P
X, z
XM
F [B], XM9 ) =
(ResXM , z
X
%! , F
[B], XM
9 ) . En utilisant le lemme 6.9, il suffit de prouver que,
si [A]{[B], alors pour tout (*, y) # A I-reg , on a
(%(XM , *, y, ), F
[B], XM
9 ) =0
Ceci de coule du lemme 6.12. K
Pour k # N, on note Cark(X) l’ensemble des A # CarX tels que la sous-
alge bre de Cartan a associe e a A ve rifie dim (aR & [h, h])=k et [Cark(X)]
l’ensemble des classes modulo H de Cark(X). Pour j&1, on note Ij (X)
l’ensemble des fonctions 8 # I(X) telles que, pour tout l> j et pour tout
A # Carl (X), l’on ait 8Areg=0.
Lemme 6.14. Soit 8 # I(X) et soit k le plus petit entier tel que
8 # Ik(X). Soit A # Cark(X). On suppose que b8A # S(A).
(i) pour tout ! # A I-reg , l ’inte grale X %!(x) 8(x) dx converge. On la
note (%! , 8). De plus, pour tout y # Wa , la fonction 9y(*)=(%(&*, y), 8)
appartient a S(A ).
(ii) pour tout x # Xreg , la somme
F [A]8 (x)=|
A 0
:
w # Wa
&1
:
y # Wa
F(w .*, y)(x)(%(&w .*, y), 8) d0 *
est convergente et on a F [A]8 =|WG(a)||WH(a)| y # Wa F
[A]
9y
.
(iii) pour tout a # Areg , on a F [A]8 (a)=|WG(a)| 8(a).
De monstration. Soit A # Cark(X) et ! # A I-reg . Soit B # Car(X) et soit
x # Breg . Par construction, on a %!(x){0 si et seulement si [B][A].
Pour un tel B, comme 8 # Ik(X), on a 8(x){0 si et seulement si
[B]=[A]. Il suffit donc de prouver que l’inte grale A %!(x) 8(x) dx est
convergente. Or la fonction %! est borne e sur Areg (proprie te 6.3). D’autre
part, pour r>dim aI , l’inte grale A 1(1+|x| )
r dx est convergente. Par
la relation de croissance ve rifie e par 8, on obtient la convergence de
X %!(x) 8(x) dx.
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D’autre part, notons !=(*, y). On a alors:
|
A
%!*(a) 8(a) da= :
z # WH (a) .y
|
a1
%!*(exp iX .z) 8(exp iX .z) daX
= :
u # WH (a)W
y
H (a)
|
a1
%(*, y)(exp iX .uy) 8(exp iX .uy) da X
= :
u # WH (a)W
y
H (a)
:
v # w yH (a)
=I (v) !\( y)
_|
a1
e&i(v .*, u&1.X+Yv)(b8)(exp iu&1X .y) da X
= :
u # WH (a)W
y
H(a)
:
v # W yH (a)
!\( y )
_|
a1
=I (v) e&i(*, X+v
&1Yv)(b8)(exp ivX .y) da X
Comme exp iv .X .y=vexp i(X+Yv&1) .y, on a b(exp ivX .y)==I (v)
b(exp i(X+Yv&1) .y). Comme Yv&1=v&1Yv modulo 1a , on obtient
|
A
%!*(a) 8(a) da=|WH(a)| !\( y) |
a1
e&i(*, X)(b8)(exp iX .y) da X
En particulier, en utilisant la proprie te 5.2 ve rifie e par b , pour tout u # WH(a),
on a (%(&u .*, y), 8) ==I (u)(%(&*, u&1y), 8).
Par hypothe se, on a b8A # S(A), et donc il est clair que 9y # S(A ).
Le lemme 6.8(i) assure que
F [A]8 = :
w # Wa
&1
:
y # Wa
|
A 0
F(w .*, y) 9y(w .*) d0*=
|WG(a)|
|WH(a)|
:
y # Wa
F [a]9y
La fonction bF [A]8 est continue sur A et on a
(bF [A]8 )(x)=|
A
:
w # Wa
&1
(bFw .!)(x)(%w .!* , 8) d!
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Si x=exp iX .z avec z # Wa , on obtient
(bF [A]8 )(x)=|
A 0
:
w # Wa
&1
:
y # WH (a) .z
(bF(w*, y, ))(x)
_(%(&w*, y, ), 8) d0*
=|
A 0
:
w # Wa
&1
:
u # WH (a)W
z
H (a)
(bF(w*, uz, ))(x)
_(%(&w*, uz, ), 8) d0*
Comme pour u # WH (a), on a F(w*, uz, )(x)(%(&w*, uz, ), 8) =
F(u&1w*, z, )(x)(%(&u&1w*, z, ), 8) , on obtient
(bF [A]8 )(x)=|
A 0
:
w # WzH (a)"WG(a)
(bF(w*, z, ))(x)(%(&w*, z, ), 8) d0*
=|
A
:
w # W zH(a)"WG(a)
:
u # WzH(a)
!\(z) =I (u) e
i(uw*, X+Zu)
_(%(&w*, z, ), 8) d0*
Or, pour u # W zH (a), on a
(%(&uw*, z, ), 8) ==I (u)(%(&w*, u&1z, ), 8)
==I (u)(%(&w*, exp iu&1Zu z, ), 8)
==I (u) e&i(w*, u
&1Zu)(%(&w*, z, ), 8)
On en de duit, en utilisant la formule d’inversion de Fourier sur a, que
l’on a
(bF [A]8 )(x)=|WG(a)| |
A 0
ei(*, X) |
a1
e&i(*, Y)(b8)(exp iY .z) daY d0*
=|WG(a)| (b8)(exp iX .z)
Ceci ache ve la de monstration du lemme. K
The ore me 6.15. Soit 8 # I(X). On a la formule suivante
8= :
A # [Car(X)]
1
|WG(a)|
F [A]8
= :
A # [Car(X)]
1
|WG(a)| |A :w # Wa&1
Fw .!(%w .!* , 8) d!
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De monstration. Soit n le plus petit entier tel que 8 # In(X). Pour kn, on
pose 8k=8&nj=n&k A # [Carj(X)] 1|WG(a)| F
[A]
8 . On va de montrer par
re currence sur k, les trois assertions suivantes:
Hk(1) 8k # In&k&1(X),
Hk(2) pour tout jn&k&1, pour tout B # Carj (X) et pour tout
! # B I-reg , l’inte grale X %!(x) 8k(x) dx est convergente. On la note (%! , 8k).
On a alors (%! , 8k)=(%! , 8) ,
Hk(3) pour tout A # Car(X), on a 8kAreg # S(Areg).
On suppose tout d’abord k=0. Par hypothe se sur 8 et construction
des F [A]8 , il est clair que 80 # In(X)
.
Soit B # Carn(X). On veut prouver que 80Breg=0. Par construction,
on a
\ :A # [Carn(X)]
1
|WG(a)|
F [A]8 + Breg =
1
|WG(b)|
F [B]8Breg
Par le Lemme 6.14(iii), on a (F [B]8 )Breg=|WG(b)| 8Breg . On obtient donc
80 # In&1(X).
Soit jn&1, soit B # Carj (X) et ! # B I-reg . Par la Proposition 6.13 et le
Lemme 6.14(ii), l’inte grale X %!(x) 80(x) dx converge et vaut (%! , 8). On
obtient donc H0(2).
L’assertion H0(3) de coule des lemmes 6.14(ii) et 6.8(ii) puisque 8 # I(X).
On suppose l’hypothe se de re currence vraie jusqu’au rang k&1. On a
alors
8k=8k&1& :
A # [Carn&k (X)]
1
|WG(a)|
F [A]8
Comme par hypothe se de re currence, on a 8k&1 # In&k(X) et pour tout
A # Carn&k(X), on a F [A]8 # In&k(X)
, on obtient 8k # In&k(X).
Soit B # Carn&k(X). On a e galement
\ :A # [Carn&k (X)]
1
|WG(a)|
F [A]8 + Breg =
1
|WG(b)|
F [B]8Breg
Comme la fonction 8k&1 ve rifie la condition de croissance Hk&1(3), on
peut appliquer le lemme 6.14(iii) a 8k&1. On obtient ainsi (F [B]8k&1)Breg=
|WG(b)| (8k&1)Breg .
Maintenant par Hk&1(2), pour tout ! # B I-reg , on a (%! , 8k&1) =
(%! , 8) et donc F [B]8 =F
[B]
8k&1
. On en de duit donc que (8k)Breg=0 ce qui
donne Hk(1).
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Soit jn&k&1, B # Carj (X) et ! # B I-reg . Par Hk&1(2) applique e a
8k&1 , on a (%! , 8k&1) =(%! , 8) et pour tout A # Carn&k(X), on a
(%! , F [A]8 ) =(%! , F
[A]
8k&1
). L’assertion Hk(2) de coule alors de la proposi-
tion 6.13 et du lemme 6.14(ii) applique s a 8k&1.
La fonction 8k&1 ve rifie la condition de croissance Hk&1(3) et par
Hk(2), on a F [A]8 =F
[A]
8k&1
pour tout A # Carn&k(X). L’assertion Hk(3)
de coule alors des lemmes 6.8 et 6.14(ii) applique e a 8k&1.
On conside re maintenant k=n. Dans ce cas, on a 8n # I&1(X). Donc
8n est identiquement nulle sur Xreg . Ceci est e quivalent a
8= :
n
j=0
:
A # [Carj (X)]
1
|WG(a)|
F A8= :
A # [Car(X)]
1
|WG(a)|
F A8
Ceci ache ve la de monstration du the ore me. K
7. FORMULE DE PLANCHEREL
Dans tout ce paragraphe, on fixe une sous-alge bre de Cartan fondamen-
tale b de h. Soit 2+ un syste me positif de racines de bC dans g tel que, si
: est une racine complexe de 2+ alors : # 2+. On note 2+CP l’ensemble des
racines complexes de 2+ et 7 l’ensemble des racines imaginaires de 2+.
Soit 7Inc l’ensemble des racines imaginaires non compactes de 7.
Pour : # 2+, on note h: l’e le ment de bC correspondant a : par la forme
de Killing. Soit |b =>: # 2+ h: . Soit B le sous-ensemble de Cartan de X
associe a b.
Lemme 7.1. (i) Soit 9 # I(X). Alors la fonction (|b )b79Breg se
prolonge continument en eH,
(ii) Soit f # D(X). On a la formule limite suivante:
|WH(b)| (4?i) |2
+| (&1)7Inc f (eH)=(|b ) b7M( f )(eH)
De monstration. Soit x0=eH. D’apre s ([B3], paragraphe 8 et Corol-
laire 2.3.2), il existe une fonction /x0 , H-invariante et a support compact
modulo H qui vaut 1 au voisinage de x0 . Il suffit donc de prouver que
(|b )(b7 /x09Breg) se prolonge continument en x0 . Mais on a /x0 9 # I(X).
Il suffit donc de prouver l’assertion (i) pour 9=M( f ) avec f # D(X).
Soit V un voisinage ouvert de 0 dans h tel que l’application Exp soit
un diffe omorphisme de V sur son image. On rappelle que le jacobien J de
l’application Exp est donne par J(X )=det(sh i ad(X )i ad(X )h).
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On de finit la fonction f sur V par f (X )= f (Exp X ). Soit 9 bf l’inte grale
orbitale de f de finie par Harish-Chandra. On a alors, pour X # breg ,
9 bf (X)= ‘
: # 2+
:(X ) |
HZH (b)
f (h .X) dh
Par conse quent, on a
(b7 M( f ))(Exp X)
=
>: # 2+CP |e
i:(X )&e&i:(X )| >: # 7 (e
i:(X )&e&i:(X))
>: # 2+ :(X )
9 bf (X )
Vu l’hypothe se sur 2+CP , on a
‘
: # 2+CP
|ei:(X )&e&i:(X)|=(&1) |2
+
CP |2 ‘
: # 2+CP
(ei:(X )&e&i:(X))
On a donc
(b7 M( f ))(Exp X )=(2i) |2
+| (&1) |2
+
CP |2 J(X )12 9 bf (X )
Comme J(X)12 est invariant par W(g, bC ) et analytique et que la fonction
(|b )9 bf se prolonge continument en O ([V] partie I, the ore me 3.26), on
en de duit que la fonction (|b ) b7M( f ) se prolonge continument en eH.
De plus, on a
[(|b ) J129 bf ](0)=J(0)
12 (|b ) 9 bf (0)=(|b ) 9
b
f (0)
La formule limite d’Harish-Chandra donne (voir par exemple [DV] II 1.2)
(&1) |7Inc |+|2
+
CP |2
|WH(b)| (2?)12 dim hb
(|b ) 9 bf (0)= f (0)
On obtient ainsi
(|b )(b7 M( f ))(eH)=|WH(b)| (4?i) |2
+| (&1)7Inc f (eH) K
Soit a # Car(h). On suppose que aI /bI et bR /aR (ceci est toujours
possible a conjugaison par un e le ment de H pre s). On fixe + # 1 a* +aI*.
Soit m=Zg (aI). On note mInc l’ensemble des racines imaginaires non
compactes de 7 & 2(m, bC ). On fixe X0 # aI tel que m=Zg (X0) et on pose
u=2(g, aC); i:(X0)>0 g: . On suppose en outre que 2I (u, bC )/7. Soit
=2+I (u, aC ). On note w+ l’e le ment de ZG (aR) tel que w+ . soit
l’ensemble des racines imaginaires : de aC ve rifiant &i+(h:)>0. Pour
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: # 2(g, aC ), on note h: l’e le ment de aC correspondant a : par la forme de
Killing et on pose |a =>: # 2+(g, aC) h: .
Proposition 7.2. On a
(|b )(b7 F(+, eH, ))(eH)=s(b, a) ||a (+)|
ou
s(b, a)=|WH(b)| (&1)(|2
+
CP|&|2
+
CP (m, bC| )2 =(w+)(&1) || (i) |2m
+(a)| (&1) |7
m
Inc|.
De monstration. On suppose tout d’abord que + # (1 a* +aI*)reg . Soit
X # b. Par de finition, on a
F(+, eH, )(Exp X )
= :
h # H & M"N
H
XM (Exp X )
F(XM , +)(Exp h .X) du (Exp h .X )
Si h # NXMH (Exp X) alors h .b # Car(m & h). Les sous-alge bres b et h .b sont
deux sous-alge bres de Cartan fondamentales de m & h, elles sont donc
M & H conjugue es. On obtient ainsi:
F(+, eH, )(Exp X )= :
h # WH & M (b)"WH (b)
F(XM , +)(Exp h .X) du (Exp h .X )
Or, pour h # WH(b), on a b7 (Exp h .X)==I (h) b7 (Exp X ). Maintenant,
si : # 2+CP et h # WH(b) sont tels que h .: # &2
+
CP alors : # 2
+
CP et h .:=
h .: # &2+CP . On obtient donc =I (h)==(h).
D’autre part, on a suppose que 2I (u, bC )/7. Si on note m =
7 & 2(m, bC ), on a donc b7 du =b7m .
On obtient ainsi
(b7 F(+, eH, ))(Exp X )= :
h # WH & M(b)"WH (b)
=(h)(b7mF(XM , +))(Exp h .X )
et donc
(|b )(b7 F(+, eH, ))(eH)=
|WH(b)|
|WH & M(b)|
(|b )(b7m F(XM , +))(eH)
On e crit |b =|mb P ou |
m
b =>: # 2+(m, bC) h: et P=>: # 2+&2+(m, bC) h: . Le
polyno^me P est W(m, bC )-invariant. On fixe x # M tel que x .aC =bC . Par
conse quent, on a (P)(b7m F(XM , +)Breg=P(ix+)(b7m F(XM , +)Breg .
Nous allons maintenant calculer (|mb )(b7m F(XM , +))(eH). Dans ce qui
suit, on fixe Z # breg tel que b7m(Exp Z)=1.
102 PASCALE HARINCK
File: DISTIL 316352 . By:CV . Date:20:02:98 . Time:08:29 LOP8M. V8.B. Page 01:01
Codes: 3313 Signs: 1312 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
Pour * # a*, on note ?(*)=|det(ad *)(h & m)*a* | 12. Par de finition, on a
F(XM , +)(Exp Z)=; H & M .Z(+) ?(+)
On note 2+m (a)=x
&1.2+(m, bC ). Cet ensemble n’est forme que de
racines re elles. On pose ?+m, a=>: # 2m+ (a) : et |
m
a =>: # 2m+ (a) h: . Soit C
une chambre de Weyl de a dans m & h. Pour tout Y # C, on peut alors
e crire
; H & M .Z(Y)=
1
?+m, a (Y )
:
w # WM (aC)
d(x, w, C, 2+m (a)) e
i(wx&1.Z, Y)
ou les d(x, w, C, 2+m (a)) sont des constantes.
On obtient donc
(|mb )((b7m F(XM , +))(eH))
=
?(+)
?+m, a (+)
|mb (ix .+) :
w # WM (aC)
=(w) d(x, w, C, 2+m (a))
Par le choix de 2+m (a), on a (?(+)?
+
m, a(+)) |
m
b (ix .+)=(i)
|2m
+(a)| ||ma (+)|.
Maintenant la distribution ; H & M .Z est invariante et propre pour l’action
de Z(m) sur m & h. On note |mb =>: # 2+(m, bC) h: et ?
+
m, b=>: # 2+(m, bC) :.
On a donc ([V] Partie I, 6 The ore me 5)
(|ma )(?
+
m, a; H & M .Z)(0)=(|
m
b )(?
+
m, b ; H & M .Z)(0)
Par l’expression pre ce dente, on a
(|ma )(?
+
m, a; H & M .Z)(0)=|
m
a (ix
&1 .Z) :
w # WM(aC)
=(w) d(x, w, C, 2+m (a))
On note 7mInc l’ensemble des racines imaginaires non compactes de bC
dans m. D’apre s ([B1] corollaire 4.2.26), pour tout X # breg , on a
; H & M .Z(X)=
(&1)|7
m
Inc|
?+m, b (X)
:
w # WH & M (b)
=(w) ei(wZ, X)
Par conse quent, on obtient
(|mb )(?
+
m, b; H & M .Z)(0)=|
m
b (iZ)(&1)
|7 mInc | |WH & M(b)|
Comme on a suppose 2+m (a)=x
&1.2+(m, bC ), on obtient donc
(|mb )((b7m F(XM , +))(eH))=(i)
|2 m
+(a)| ||ma (+)| (&1)
|7mInc| |WH & M(b)|
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Conside rons maintenant P(ix .+)=>: # 2+ &2+(m, bC) ix .+(h:).
On note + l’ensemble des racines imaginaires de aC dans g telles que
&i+(h:)>0 et soit w+ l’e le ment de ZG(aR) tel que w+ .+=. Comme
on a suppose que 2I (u, bC )/7, on a x ./7 et donc, on peut e crire
x&1 . (2+&2+(m, bC ))=w+ .+ _ 20 _ 21 ou 20 est l’ensemble des racines
complexes : de aC telles que x .: # 7 et 21 est l’ensemble des racines
complexes : de aC telles que x .: # 2+CP . De plus, on a 20 /2CP(u, aC ). Par
conse quent, si : # 20 alors &: # 20 . Dans ce cas, on a >: # 20 i+(h:)=
|>: # 20 +(h:)|.
Vu le choix de 2+CP , il existe X1 # bR tel que 2
+
CP soit l’ensemble des
racines de bC dans g telles que :(X1)>0. Par conse quent si : # 21 alors
: # 21 et donc >: # 21 i+(h:)=(&1)
|21|2 |>: # 21 i+(h:)|. Si : # 2
+
CP alors soit
x&1 .: est une racine re elle de a et dans ce cas : # 2+(m, bC ), soit x&1.:
est une racine complexe de aC . On a donc |21 |=|2+CP |&|2
+
CP (m, bC )|. On
obtient donc
P(ix .+)=(&1)(|2
+
CP|& |2
+
CP (m, bC)| )2 (&1) || =(w+) |P(+)|
Finalement, on a donc
(|b )(b7 F(+, eH, )(eH))
=|WH(b)| (&1)(|2
+
CP |&|2
+
CP (m, bC)| )2 =(w+)(&1)|| (i) |2m
+(a)| (&1)|7
m
Inc | ||a (+)|
En utilisant la construction de F(XM , +) pour des valeurs non re gulie res,
on obtient que ce re sultat est valable pour + non re gulier. K
Lemme 7.3. On rappelle que % est une involution de Cartan de g commutant
a _. Soit K0=K & H le sous-groupe compact maximal de H fixe par %. Soit
h=k0+p0 la de composition de Cartan de h relative a %. Soit a une sous-
alge bre de Cartan %-stable de h et soit M=ZH(a & k0). Soit 2Inc et 2CP
respectivement l ’ensemble des racines imaginaires non compactes et
complexes de aC dans g. On a alors
|2Inc |+
|2CP |
2
=dim(HK0)&dim(MM & K0)
De monstration. On a h=m+(: # 2I g:+: # 2CP g:) & h. On pose
n=(: # 2CP g:) & h. Cette alge bre est %-stable. On choisit un syste me positif
2+ de racines tel que si on note n+=(: # 2+CP g:) & h, on a alors n=
n++%(n+). De plus, les applications X  X+%(X ) et X  X&%(X ) sont
des injections de n+ dans respectivement n & k0 et n & p0 . On obtient ainsi
dim n+dim(n & k0) et dim n+dim(n & p0)
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Comme on a clairement dim n=2 dim n+=dim(n & k0)+dim(n) & p0), on
obtient |2+CP |=dim n
+=dim(n & p0).
D’autre part, on a |2Inc |=dim(: # 2I g:) & p0 .
On obtient ainsi
dim p0&dim m & p0=|2Inc |+|2+CP |
Ceci ache ve la de monstration du lemme. K
Soit a # car(h). Soit + # 1 a* +a*I-reg . On note + l’ensemble des racines
imaginaires : de aC telles que &i+(h:)>0. Soit Inc l’ensemble des racines
imaginaires non compactes de + . On rappelle que la fonction ge ne ralise e
C(+)=(&1) |Inc | (i) |+| 3(&+, eH, +)
est de type positif ([D] the ore me 3, [H6] the ore me 5.1 et proposition 6.4).
The ore me 7.4 (Formule de Plancerel). Pour tout f # D(X), on a
f (eH)= :
a # [Carh]
ca :
+ # 1a*
|
* # aI
*
:
w # Wa
&1
(C(w(++*)), f )
_|det(ad(++*)h*a*)|12 dI *
ou ca =(1(4?)12 dim hb)(1vol(1a ) |WG (a)| ).
De monstration. On pose 8=M( f ). Par le the ore me 6.15, on a
8= :
[A] # Car(X)
1
|WG(a)|
F [A]8
Soit A # [Car(X)]. Par la relation 6.3, il est clair que l’on a
(|b )(b7 F [A]8 )(eH)=|
A 0
:
w # Wa
&1
:
y # Wa
(|b )(b7F(w .*, y, ))(eH)
_(%(&w .*, y, ), 8) d0*
Soit (*, y) # A et soit X # breg . Reprenons la construction par prolonge-
ment de F(*, y, ) (the ore me 5.8). La sous-alge bre b est e galement une
sous-alge bre de Cartan fondamentale de hy . On a donc
F(*, y, )(Exp X )
= :
h # WHy(b)"WH(b)
F(Xy , *, eHy , y)(exp ih .X .y) dv (Exp h .X )
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Maintenant, on a F(Xy , *, eHy , y)(exp ih .X .y){0 si et seulement si, il
existe v # Hy tel que v .b # Car(m & h) et v .y= y # XM . Or par construction,
on a W & XM=[eH]. On obtient ainsi que si y{eH alors F(*, y, )
(Exp X)=0.
On a donc
(|b )(b7 F [A]8 )(eH)
=|
A 0
:
w # Wa
&1
(|b )(b7F(w .*, eH, ))(eH)(3(&w .*, y, ), f ) d0*
En utilisant le Lemme 7.1 et la Proposition 7.2, on obtient alors
(4?) |2+| f (eH)= :
a # [Car(h)]
s(a)
|WG(a)| vol(1a )
_ :
+ # 1 a*
|
* # aI
*
:
w # Wa
&1
(C(w(++*)), f) ||a (++*)| dI *
ou s(a)=(&1)(|2
+
CP |&|2
+
CP (m, bC)|)2 (&1)|| (i) |2m
+(a)| (&1)|7
m
Inc | (&1) |7Inc |(&i) |2+|
(&1)|Inc | (&i) ||. On a donc s(a)=(&1)(|2
+
CP |&|2
+
CP (m, bC)| )2 (&1)|2
+
CP (g, aC)|2
(&1) |7Inc | (&1) |7
m
Inc | (&1) |Inc|. D’apre s ([W] page 225), on a (avec les
notations du lemme pre ce dent)
|7Inc |+
|2+CP |
2
=
1
2
[dim HK0&rg H+rg K0]
et
|7mInc |+
|2+CP (m, bC )|
2
=
1
2
[dim M & HM & K0&rg M & H+rg M & K0].
Or il est clair que rg(H & M)=rg(H) et rg(K0)=rg(K0 & M). On a donc
1
2[dim HK0 & dim M & HM & K0] = (|2
+
CP | & |2
+
CP (m, bC )| )2 + |7Inc |&
|7mInc |. Le lemme pre ce dent assure alors que s(a)=1 ce qui ache ve la
de monstration du the ore me. K
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